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Resumo

Neste trabalho generaliza-se o chamado casamento estavel de Poisson e Le-
besgue para o caso de apetite aleatorio. Estudam-se propriedades inerentes
ao modelo como a existéncia e unicidade quase certa das alocagoes quando
as fungoes de alocagao vao num processo pontual ergddico, entre outras.
Estudam-se também propriedades de percolagao sobre a existéncia da fase
sub-critica e obtém-se limites superiores polinomiais nas fases super-critica e
sub-critica do modelo.

Palavras-chave: Alocacoes estaveis, processo pontual de Poisson, apetite
aleatorio, percolagao, grandes desvios.
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Abstract

We generalize some properties of the so-called stable marriage of Poisson and
Lebesgue when the appetites are random. We study some properties, like
its existence and almost sure uniqueness when the underlying process is an
ergodic one, among others. We also study important percolation properties
related to the existence of the subcritical phase, and we get upper polinomial
bounds for the distance of a tipical point to its centre on the subcritical and
supercritical phases.

Keywords: Stable allocations, Poisson point process, random appetite, per-
colation, large deviations.
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Capitulo 1

Introducao

Neste primeiro capitulo introdutério vai-se apresentar uma breve histéria do
modelo a ser estudado para depois terminar de forma mais simples com uma
descricao de dito modelo.

1.1 Historia

Em [I6], Robinson tentou explicar para uma audiéncia ndo matemética os
interessantes desenhos que surgiram das simulacoes sobre o modelo chamado
de “Casamento estdvel de Poisson e Lebesgue” (a Figura [1.1] gerada por
Peres, Hoffman e Holroyd em [7]). Nessa explicagdo, Robinson fez um breve
resumo histérico que sera a base desta introducao com a diferencia que aqui
vai se profundar mais nos conceitos matematicos.

Poderia se dizer que a historia do casamento estavel de Poisson e Lebes-
gue é a histéria das tentativas por escolher um ponto tipico num processo
pontual ergddico II. Para esses casos, usualmente ¢ usada II*, a versao de
Palm do processo (um processo com a lei do processo original condicionado
a ter um ponto na origem), e toma-se o ponto na origem como tipico.

Assim, o comeco do casamento estavel de Poisson e Lebesgue pode-se si-
tuar no artigo de Thorisson publicado em 1996 ([I7]). Neste artigo Thorisson
provou que existe um shift coupling de Il e IT*. Isto é: pode-se selecionar
um ponto Y de II tal que trasladar II por —Y produz uma configuracao com
a lei de IT*. A prova de Thorisson foi feita em termos abstratos de teoria
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Figura 1.1: Alocagoes estaveis a um processo de Poisson.

da medida, mas a pergunta que entao surgia era como encontrar uma lei
deterministica para escolher o ponto tipico.

A modo de exemplo, considere-se uma medida p ergddica e invariante por
translagoes na o-dlgebra produto de {0, 1}Zd. Note-se que o espago {0, l}Zd
pode-se ver como o espaco de lancamentos de moeda em cada ponto de Z<.
Para o caso d = 1, Thomas Liggett provou construtivamente em [I3] que é
possivel encontrar um ponto (aleatério) X tal que ao trasladar X a origem,
0 Novo processo tem lei p*.

Para ilustrar a ideia de Liggett, suponha-se que uma moeda honesta é
jogada em cada ponto de Z, entao o X com a propriedade desejada é aquele
que tem tantas caras quanto coroas entre ele e a origem (a Figura ilustra
com um exemplo o conceito: em z = 7 tém-se o mesmo nimero de caras e de
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coroas entre esse ponto e a origem). Mais geralmente: ao jogar uma moeda
em cada ponto de Z com probabilidade p de obter cara e 1/p € Z, se tem-se
| X 4 1|p caras (contando a origem) entre X e a origem, entao ao trasladar o
processo por —X, a nova sequencia tem lei p*, onde px é a versao de Palm
da medida pu.

S N S N S o S s

\J

Figura 1.2: 1 representa cara e () representa coroa

Surge entao uma pergunta natural: qual é a distancia de X a origem?
No mesmo artigo, Liggett provou que E|X|'/? = oo e que P[|X]| > ] tem
cauda de ordem Cz~'/2 para d = 1. Em [9] Holroyd e Liggett continuaram
a provar resultados adicionais das caudas para campos aleatorios Bernoulli
e Poisson em finitas dimensoes: mostraram que a cauda de P[|X| > z] é
da ordem de Cyz~'/2? para todo d > 1. Além disso, também provaram que
E|X| = oo para o caso d = 2 em campos Bernoulli e Poisson (A defini¢ao de
X € Z¢ extende-se naturalmente: um ponto aleatério tal que, como no caso
d =1, ao trasladar o processo por —X, o novo processo tem lei p*, onde p é
a lei do processo original).

O anterior responde as perguntas sobre a otimalidade das caudas de | X|
para d = 1 e d = 2 (tem-se cotas inferiores e superiores). Mas que acontece
com as caudas de | X| quando d > 3? Em [11] Holroyd e Peres continuaram
com os avangos: provaram que Eexp Cs|X|? < oo para campos Bernoulli
quando d > 3. Além disso, também mostraram que X existe em funcao de
pseesésel/pel.

Ainda mais, em [9] o resultado para campos Bernoulli em Z? foi usado
para provar o resultado em campos de Poisson em R? pela aproximacao da
distribui¢gdo binomial a de Poisson. Agora em [II] proporcionava-se uma
forma mais clara para encontrar o ponto X num processo pontual em R?: o
algoritmo do casamento estavel de Gale-Shapley proposto em [4].
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Em palavras simples, conforme aos interesses desta introdugao, trata-
se de um algoritmo greedy em que cada ponto de um processo processo de
Poisson com intensidade 1 faz crescer uma bola centrada nele; essa bola vai
pegando todo territério que nao pertenga a nenhum outro centro até alcancar
um volume de uma unidade (para a defini¢ao formal mais geral veja-se a se-
guinte se¢ao deste capitulo).

Entao, pode-se intuir que quase todo R¢ vai ser alocado a um ponto de
Poisson; em particular, a origem vai ser alocada a um ponto Y do processo
(isto vai-se provar de forma mais geral no segundo capitulo deste trabalho).
Assim, Holroyd e Peres provaram que, ao trasladar todo o processo pontual
por —Y, obtém-se um novo processo com a lei da versao de Palm do processo
original. Foi esse modelo o simulado para obter a Figura[1.1]

Que acontece quando os pontos querem territério com volume menor ou
maior que 17 Nesse caso, podem-se intuir transicoes de fase com ponto critico
quando cada centro quer pegar uma unidade de volume. Holroyd e Peres e
Hoffman, provaram formalmente esse resultado e estudaram outras proprie-
dades do modelo em [7]. Mas surgem perguntas interessantes:

1. Percolagao: Quando os centros querem territério maior ou igual a 1, o
territério alocado aos centros percola (a componente da origem tem volume
infinito). Mas serd que existe um volume de territério v, menor que 1 tal
que a componente da origem nao ¢ infinita para todo volume menor que v.?”
Freire, Popov e Vachkovskaia provaram em [3] que esse v, existe.

2. Grandes desvios: Lembrando o comeco do modelo, a pergunta da
distancia de Y a origem ainda ¢ importante e interessante quando o processo
é Poisson. Holroyd, Hoffman e Peres provaram em [8] alguns resultados in-
teressantes sobre a cauda da distribuicao de |Y| que foram fortalecidos em
um artigo posterior por Holroyd, Pemantle, Peres e Schramm ([10]). Precisa-
mente em [10] prova-se de forma muito elegante (usando o teorema central do
limite e dois tipos de processo de Poisson) que EY%? = 0o quando d = 1 ou
d = 2, um resultado que ja tinha-se obtido em [I1] de forma muito complexa
usando resultados de [13] e [9].

3. Territério conectado de cada centro. Se todo centro quer pegar uma
unidade de volume de territério, é possivel gerar territério para cada centro
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do processo de forma que esse territorio esteja conectado, ainda que o ter-
ritério assim gerado nao vai satisfazer a propriedade de estabilidade? Em [12]
Krikun provou que isso é possivel para R?. O resultado foi logo generalizado
para qualquer dimensao por Chaterjee, Peled, Peres e Romik em [2] e mais
recentemente em [IJ.

Ainda que tem-se obtido importantes resultados, o trabalho desenvol-
vido nesta tese parece ser a primeira vez na qual se consideram alocagoes
de volume aleatorio. Assim, o interesse deste trabalho é estudar algumas
propriedades do modelo para a generalizacao proposta, principalmente de
percolacao e grandes desvios.

1.2 Descricao

Em [7] e [8] o seguinte modelo foi considerado, este trabalho adiciona a ale-
atorizagao do parametro chamado de apetite, que no modelo original era
constante.

Definigao 1.1 (Centros e lugares). O conjunto de centros = em R¢, com
d > 1, é um conjunto discreto de pontos (cada elemento £ € = tem uma
vizinhanca S C R? tal que S N Z = {£}) ndo necessariamente aleatério. Os
elementos z € R? vao se chamar de lugares.

Definicao 1.2 (Apetite aleatério). Seja {ag}eez uma colecao de v.a. iid
distribuidas como a, com distribuicao comum F'. Cada a; vai ser o apetite
(aleatério) do centro &.

Definigao 1.3 (Alocagao). Considere-se a norma euclidiana |-| e a medida
de Lebesgue ou volume em R? £. Uma fungio ¢ : R — Z U {co, A} que
satisfaz as seguintes trés caracteristicas sera chamada uma alocagao:

o L[1(§)] < ag para todo € € E. Caso L[p1(£)] < ag vai se dizer que
o centro ¢ ficou insatisfeito; caso L[t~1(¢)] = a¢ diz-se que o centro
¢ ficou satisfeito.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 6

o L[Yp~HA)] =0. v 1(A) é um conjunto de lugares que se considera por
conveniéncia técnica.

o ) Hoo) ={xr e RY: 2 ¢ v 1(Z) Utyp~(A)}. Suponha-se um lugar
x & ¢~ 1(A), entao vai-se dizer que z ¢ reclamado caso 1(x) = £ para
algum ¢ € = e vai-se dizer que = é nao reclamado caso ¥(x) = co.

Chame-se ¢~1(§) de territério do centro &, para £ € Z. Em palavras
simples, a funcao de alocacao v tenta fazer £-q.t. lugar x € R parte do
territério de algum centro £ (alocar z a um centro &), se a fun¢do nao con-
segui esse objetivo, ela vai enviar o ponto x ao elemento oo do conjunto de
chegada. Chama-se de C ao fecho do conjunto dos lugares reclamados ¢! (Z).

Definicao 1.4 (Estabilidade). Seja £ um centro e seja z um lugar com

U(r) € {¢, A}

e 1z deseja ao ¢ se |[x — €| < |z —(z)| ou x é nao reclamado.

e ¢ cobiga ao z se v — &] < |2/ — €| para algum 2’ € ¢1(£) ou quando
o ¢ fica insatisfeito.

Um par (z,€) é instavel para a alocagao 1 se = deseja a £ e £ cobiga a z.
A alocacao sera estavel quando nenhum par for instavel.

Usualmente, os centros serao pontos de um processo de Poisson, entao faz
sentido referir-se ao modelo aqui apresentado como PLA (pelas iniciais do
casamento estavel de Poisson e Lebesgue [com apetite] aleatério). PL serd o
modelo padrao como foi apresentado em [7] e trabalhado em [g].

Finalmente imagine que um pesquisador esta interessado na area ocu-
pada por gotas de dgua (ou algum outro liquido) que caem numa superficie
plana, o qual ¢ um caso comum na fisica e na engenharia, entao o modelo
PL descreve melhor a situacao do que o Modelo Booleano (MB) posto que
duas gotas nao podem ocupar a mesma area. Ainda mais, o modelo PLA
é uma generalizacao muito interessante levando em conta que na realidade
duas gotas nao vao ter o mesmo volume (pense, por exemplo, em gotas de
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chuva).

No exemplo d = 2, mas d = 3 é importante também na fisica, na enge-
nharia e até na cosmologia como sugerem os artigos [2] e [I]. Alem disso, na
parte teorica, os probabilistas podem estar interessados em encontrar resul-
tados para qualquer d e para d — oo.

O objetivo deste trabalho é generalizar alguns resultados importantes
para o caso de apetites aleatérios. Vai se fazer uma construgao abstrata
mostrando que é possivel gerar o modelo PLA de forma que satisfaga propri-
edades ergddicas e vao se provar resultados de existéncia, transicoes de fase,
geometria dos territérios, percolagao e grandes desvios, principalmente.



Capitulo 2

Propriedades do modelo PLA

Neste capitulo vao-se dar algumas propriedades do modelo PLA, como a
construcao em medida do modelo, a demonstracao da existéncia explicita de
uma alocagao estavel, a unicidade quase certa das alocacoes estaveis quando
o conjunto de centros é escolhido por um processo pontual ergédico, algumas
propriedades de monotonicidade e da geometria do modelo. Elas ajudaram
a ter uma visao mais clara do funcionamento geral do casamento estavel de
Poisson e Lebesgue com apetite aleatério.

2.1 Construcao

Nessa secao vai-se mostrar a construcao do modelo PLA de forma que a
notagao usada acima para o apetite aleatério (isto é ag) ndo apresente pro-
blemas para o uso das propriedades ergédicas. Ou seja, além da notagao, o
nao depende do centro ¢ (nem de outros apetites).

Seja IT um processo pontual (usualmente um processo pontual de Poisson)
do espaco de probabilidade (Qy, F1,P;) no espago mensuravel (N, N'), onde
N é o conjunto de todas as medidas de contagem que assinam medida finita a
conjuntos limitados na o-algebra de Borel B¢ de R? e N é a o-4lgebra gerada
pelos conjuntos da forma

{ne N:n(A) =k}
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onde A € B¢ e k € N. A distribuicao de II é a medida P; em A induzida
por II, ou seja: Py(G) = P(IT"Y(G)), para todo G € NV.

Defina-se (€29, F2,Py) com

Ay = H H [0700)7

neN zez7d

Fy a o-algebra produto e Py uma medida produto cujas marginais tém dis-
tribuicdo Py em [0,00). Os elementos wy € €y denotam-se wy(n, z). Final-
mente, define-se (2, F,P), onde Q = Q; x Oy, F = F; x Fo e P=P; x Ps.
Assim, o modelo PLA pode ser definido como uma fun¢ao mensuravel de
Qem N x Qy: (wy,wz) — (X(w1),ws). Definem-se os cubos bindrios de
ordem n, K(n,z):

d
K(n,z):=]](z2" (z+1)27"],VneNVz € Z%.

i=1

Pode-se ver com facilidade que cada centro & € II estd contido em um tnico
cubo binério de ordem n, K (n, z(n,£)), onde z(n, £) é um inteiro que depende
do centro e da ordem do cubo. Pode-se ver também que Pi-q.c., para cada
ponto & € II existe ny(§) := ng definido como

no = inf {n € N: K(n, z(n,£)) nao contem outros pontos & € I1}.

Finalmente, define-se ag, o apetite do centro £, como ws(ng, 2(n0,§)). Cons-
truida dessa forma, a estrutura produto de €2 implica a independéncia dos
apetites respeito ao processo pontual e a estrutura produto de 25 implica que
diferentes centros tem apetites independentes com distribuicao Ps. Assim,
as independéncias garantam a ergodicidade do modelo PLA (que eventos in-
variantes por translagdes tém probabilidade 1 ou 0. Veja-se a se¢ao 2.1 (pp.
21-28) de [14]).

Essencialmente, essa constru¢do imita a construgdo proposta em [14] (pp.
16-17) para o modelo Booleano, com a tnica diferenga de que €5 foi 14 cons-
truida para os raios; aqui €2, é considerada para os apetites. Claramente,
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se os centros ou os apetites nao sao aleatorios a construcgao se simplifica. E
importante ter feito a construgao em medida no comeco pois daqui para o
frente vai-se seguir a notacao usada nesta secao.

2.2 Existéncia

Nesta secao vai-se provar explicitamente a existéncia de uma funcao de
alocacao estavel. Ainda mais, a prova é construtiva no sentido de que ela
apresentara a propria alocacgao.

Teorema 2.1. Para qualquer conjunto discreto de centros = € R?, com ape-
tite aleatério «v e realizagao do apetite a para todo centro § € =, existe uma
alocacao estavel Py-q.c.

Definicao 2.1 (Algoritmo Gale-Shapley Otimo para os Lugares).
Seja A definido como no capitulo 1. Construa-se ) usando uma seqiiéncia
de etapas. Para cada inteiro positivo n, a etapa n consiste de duas partes,
como segue:

(a) Cada lugar x ¢ A aplica ao centro que esteja mais perto de = e que
nao tenha rejeitado ao x em nenhuma das etapas anteriores.

(b) Para cada centro &, seja A, (£) o conjunto de lugares os quais aplicaram
ao ¢ na etapa n (a), e defina o raio de rejeigao

ra(§) = nf{r: L(An(§) N B(, 7)) = ag}

onde o infimo do conjunto vazio é oo e B(&,r) é a bola de centro em
¢ e raio r. Entao o £ alista todos os lugares em A, () N B(&,r,(§)) e
rejeita todos os lugares de A, (&) \ B(&,r.(§)).

Considere-se um lugar x ¢ A. Posto que = ¢é discreto, o seguinte ¢é claro: ou
x é rejeitado por todo centro (em ordem da distancia crescente de z) ou, para
algum centro £ e alguma etapa n, x ¢é alistado por £ em toda etapa depois
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de n. No primeiro caso nos fazemos 1(z) = oo (entao x é nao reclamado);
no segundo caso fazemos 1 (z) = &.

Demonstragao do Teorema[2.1l Seja 1) construido de acordo com o algoritmo
Gale- Shapley (GS) étimo para os lugares. Primeiro checa-se que 1) seja uma
alocagao: Seja S, (&) o conjunto dos lugares alistados pelo centro £ na etapa
n. Pela constru¢do em (b) e o teorema do valor intermedidrio (veja-se o
Apéndice) tem-se 0 < L£(5,(§)) < ag, Po- q.c. Mas, pela defini¢do anterior
de 1, tem-se que (&) = limsup,,_,., S,(§) = liminf, .. S,(£), entdao pelo
lema de Fatou (veja-se o Apéndice) obtém-se L(¢1(£)) < ag, Pa-q.c. Note-
se também que se o centro & rejeita alguma vez um conjunto de lugares (na
etapa n, suponhamos), entdo L£(S5,,(§)) = ¢ para todas as etapas m > n,
P>-q.c. Assim, um centro nao satisfeito nunca vai rejeitar lugar nehum.

Agora veja-se que 1 é estavel: Considere-se um centro £ e um sitio x.
Suponha-se que = deseja a £&. Se z é nao reclamado, entao ele foi rejeitado
por todos os centros. Do outro lado, se = é reclamado e |z — &| < |z — ¢(z)],
entao o lugar z aplicou a 1(z) em alguma etapa e portanto foi rejeitado pelo
centro mais préximo £ em alguma etapa anterior. Em qualquer um dos casos,
¢ rejeitou a .

Suponha-se agora que £ cobica ao x. Se |z —¢&| < |2’ — £| para algum 2’ €
P~1(€), entao € nunca rejeitou ao z’, entao x’ nunca esteve fora do raio de
rejeicao de £ e identica coisa é valida para o x que fica mais perto. Por
outro lado, se o £ estd insatisfeito entao ele nunca rejeitou lugar nenhum.
Em qualquer dos casos £ nao rejeitou ao x. Deduz-se, como se requeria, que
(x,€) nao pode ser um par instével.

O

Posto que mais para o frente vai-se precisar do seguinte algoritmo, vai-se
a apresentar aqui, note-se que uma prova analoga a prova do Teorema 1 pode
ser feita para esse algoritmo também.

Definigao 2.2 (Algoritmo GS Otimo para os Centros). Para cada in-
teiro positivo n, a etapa n consiste das duas partes seguintes:
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(a) Para cada centro £, seja R,(£) o conjunto de lugares os quais tem
rejeitado ao £ em uma etapa anterior e defina o raio de aplicacao

an(§) = inf{a: L(B(E,a)\ Rn(£)) = ac}

O centro £ aplica a cada lugar © € B(£,a,(£)) \ Rn(&) \ A.

(b) Cada lugar = ¢ A alista o centro que esteja mais por perto daqueles
que aplicaram ao = na etapa n (a) e rejeita qualquer outro centro que
tenha aplicado.

Agora vai se descrever 1. Considere-se um lugar ¢ A. Se nenhum centro
aplica nunca a x, entao ¥ (z) = co. De outra forma, se z alista algum centro
em alguma etapa, entao x alistara este centro ou um mais préximo em todas
as etapas posteriores. Como = é discreto, segue-se que para algum centro &
e alguma etapa n, x alista ao £ em todas as etapas depois de n. Nesse caso,

(x) =&

Demonstragao alternativa do Teorema[2.1. Seja v construido de acordo com
o algoritmo GS étimo para os centros. Primeiro checa-se que @ é uma
alocagao. Seja S,(§) o conjunto dos lugares que alistaram ao centro £ na
etapa n. Pela construgao em (a) e o teorema do valor intermediario tem-se
que 0 < L(S,(€)) < ag, Pa-q.c. Mas, pela definigdo anterior de 9, tem- se
que P1(€) = limsup,,_,, Sn(&) = liminf, .. S,(£), entao L(™(E)) < a,
P,-q.c, pelo Lema de Fatou. Observe-se também que se um lugar = rejeita
alguma vez um centro £ (na etapa n, suponha-se) é porque z alistou um
centro ¢ tal que [¢' — x| < |£ — z| numa etapa m < n. Assim, um lugar nao
reclamado nunca vai rejeitar centro nenhum.

1 é estavel: Considere-se um centro £ e um sitio . Suponha que = deseja a
&. Se x nao é reclamado, entao nenhum centro aplicou ao x. Por outro lado,
se z é reclamado e |z — £| < |z — ¢(x)], entdo o centro £ nao aplicou a r em
nenhuma etapa (ja estava satisfeito) e portanto = nao rejeito ao centro ¢ (x)
em nenhuma etapa anterior. Em qualquer um dos casos £ nao aplicou ao z,
entao £ nao cobica ao .
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Suponha-se agora que £ cobica ao z. Se |z —¢&| < |2/ — ¢| para algum 2’ €
»=1(€), entdo £ aplicou ao x em alguma etapa anterior ou na mesma etapa
na que aplicou ao z’. Por outro lado, se o & estd insatisfeito, ele aplicou ao
x em alguma etapa. Em qualquer dos casos z rejeitou ao €. Ou seja, x nao
deseja ao &. Deduzimos, como se requeria, que, mais uma vez, (r,§) nao

pode ser um par instavel.
m

2.3 Unicidade quase certa

Considere-se um processo pontual simples invariante por translacoes Il em
R? com intensidade A € (0,00) e lei Py e esperanca E; (note-se que A\ po-
deria definir-se como E; [I1[0,1]¢]). O suporte de II é o conjunto aleatério
] = {z € R? : II({z}) = 1}. Sejam P, e E, a probabilidade e esperanca do
apetite aleatorio . E sejam P e E a probabilidade e esperanca conjunta.

Teorema 2.2 (Unicidade quase certa). Quando os centros do modelo
PLA se escolhem seguindo um processo pontual invariante a translagoes II
de intensidade finita em R? e cada um dos centros tem escolhido o seu ape-
tite com Py, existe P-q.c. uma alocacao estavel ¥y de R? em = = [I1] para
L-q.t. x € RY Ainda mais, Uy pode-se escolher como uma alocacao de II
mensuravel invariante por isometrias.

O esquema da prova de [7] geralmente funciona, com algumas modi-
ficacoes especificas ao apetite aleatorio. Para qualquer alocacao v e qual-
quer r € [0,00], definam-se as seguintes quantidades. Para qualquer lugar

z ¢ (A),

92 (¥, 1) = Lje—p(a)|<r}i

e para todo & € =,

(v, 1) = L€ N B(E, 7))
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O lema seguinte diz que entre todas as alocagoes estaveis a melhor para os
lugares é dada pelo algoritmo GS 6timo para os lugares e a pior é dada
pelo algoritmo de GS 6timo para os centros, nos dois casos em termos da
distancia. Igualmente, vamos provar que a melhor alocagao estavel para os
centros é dada pelo algoritmo GS 6timo para os centros e a pior é dada pelo
algoritmo de GS étimo para os lugares.

Lema 2.1 (Otimalidade). Fixe-se um conjunto de centros =, seja 1 qual-
quer alocacao estavel e sejam 1% e 1/95¢ respectivamente as alocacoes estéveis
GS otimas para os lugares e para os centros, para o mesmo =. Para todo
r € [0, 00], temos o seguinte:

1. P-q.c., para £L-q.t. lugar z,

9o (0%, 7) > gu (0, 7) > gu (05, 7).
2. P-q.c., para todo centro &,

V(W) 2 e (W, 1) Z ().

Para provar o Lema [2.1]| precisam-se dos seguintes dois lemas:

Lema 2.2. Sejam =y C = dois conjuntos de centros, sejam g e a duas v.a.
com distribuigao G e F respectivamente, tais que 1—G(z) > 1—F(z) (quando
isso acontece, diz-se que o domina estocasticamente a oy e denota-se

D
ap < «a). Seja ¥ qualquer uma alocagao estavel a =y com apetite aleatério
ag e considere o algoritmo GS 6timo para os lugares com apetite aleatorio
«. Entao, F-q-c, para £-q.t. lugar x, tem-se que ¥ (z) nao rejeita o .
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Demonstracao. Como « domina estocdsticamente a ag, tem-se que G é ab-
solutamente continua com respeito a F' (G(-) é cero sempre que F(-) é
cero). Assim, pelo teorema de Radon-Nikodym, existe f integrével tal que
G(A) = [, fdF, onde A esté contido numa das componentes mensuréveis do
espago produto €2y (lembre-se a construgao na primeira segao deste capitulo).

Defina H~'(u) como a inversa generalizada de uma fungao de distribuigao
H, ou seja:

H '(u)=inf{r e R: H(x) >u}, uel0,1].

Seja U com distribuigao uniforme em [0, 1], se ag = G H(U) e & = F~1(U)
entdao G-q.c. &y = ap e F-q.c. & = a. Além (&g, &) é um acoplamento de oy
e a tal que &y < & (pontualmente). Pelas consideragoes anteriores o seguinte
argumento aplica F- q.c.

A prova é por redugao ao absurdo depois de fazer inducao sobre as etapas
do algoritmo GS 6timo para os lugares. Suponha-se que a afirmagao ¢é falsa
e seja n a primeira etapa na qual nao se cumpre. Assim, na etapa n, algum
centro £ € Z; rejeita um conjunto de lugares R C ¥~ '(£) com LR = ¢,
para algum ¢ > 0. Entao, na etapa n, o centro alistou um conjunto A com
LA = &g tal que o comprimento |a — | < |r — &| para todo a € A e todo
r € R. Como 9 é uma alocagao, tem- se que Ly ~1(£) < &y < a. Logo, existe
um conjunto D C A disjunto de ¥~(£) com LD > e. Como ¢ alistou A na
etapa n, todo x € D foi rejeitado nas etapas anteriores por outros centros de
=. Entao, pela suposigao, para £-q.t. © € D, tem-se que |[¢(x) —z| > |£ — x|,
mas isto implica que (z,&) é um par instavel.

]

Na anterior prova foi usado o fato de que a dominacao estocéstica implica
na existéncia de um acoplamento com dominacao pontual. O reciproco é tri-
vial, logo tem-se uma equivaléncia. De fato, se g é uma funcgao crescente e

D
limitada, pode-se trocar a condigao de oy < @ pela condi¢ao Eg(ay) < Eg(a),
sob as distribuigbes G e F', respectivamente (veja o capitulo 1.3. de[18]).

Lema 2.3. Seja = um conjunto de centros. Seja o uma v.a. positiva com dis-
tribuigao F', seja 1 qualquer uma alocagao estavel a = com apetite distribuido
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como « e considere o algoritmo GS 6timo para os centros a = também com
apetite a. Entao, F-q.c., para £-q.t. lugar z, x nunca rejeita a 1(x).

Demonstracdo. A prova é por redugao ao absurdo depois de fazer inducao
nas etapas do algoritmo GS 6timo para os centros. Suponha que a afirmacao
é falsa e seja n a primeira etapa na qual ndo se cumpre. Assim, na etapa
n, todos os pontos dum conjunto R C ¢~!(£) com LR > 0 rejeitam algum
centro ¢ (o qual quer dizer que na etapa n, L[(¥“5)71(¢)] < a¢). Logo
cada lugar em R alistou um centro mais préximo na etapa n, entao pode-se
encontrar algum centro £ e um subconjunto 7' C R de medida positiva tal
que todo lugar em T alistou o &’. Em particular, £’ aplicou no 1" na etapa n.
Agora considere 1 ~1(¢’). Se todo lugar em 1 ~1(¢£’) estd mais perto de £ do
que T, entao & foi rejeitado antes por algum subconjunto de medida positiva
de ¥~1(¢'), o qual contradiz a suposigao. Entao existe z € R ey € v~ (¢)
com |y —&'| > |x — &'|. Mas, nesse caso, (x,&’) é um par instavel para 1.

m

Demonstragao do Lema[2.1. A primeira desigualdade do item 1 ¢ equivalente
a afirmar que, P-q.c., para £-q.t. x, tem-se

| = (@) < |z = ()], (2.1)

onde |r — oo| = oo. Note-se que no algoritmo GS 6timo para os lugares,
para qualquer x ¢ A, tem-se que 1%%(z) é igual ao centro mais préximo
de x que nunca rejeita a x, ou oo se todos os centros rejeitam ao x. As-
sim, a primeira desigualdade do item 1 segue-se de Lema [2.2{ com Zy = = e

a2 (porque, nesse caso, conforme a notagao do Lema, G~1(U) = F~1(U).

Agora veja-se a segunda desigualdade do item 2. Para obter uma contradigao,
suponha-se que ¢ (1, 7) < 7:(¢%, r) para algum conjunto de apetites A tais
que P3(A) > 0. Como 9% é uma alocacao, isto implica que, sob v, o centro
€ nao esta satisfeito ou tem no seu territério um lugar fora de B(§,r). Além,
existe um conjunto T C B(&,r) N [(¥%)71(€) \ v 1(¢)] tal que LT > 0. De
, para L-q.t. lugar x € T, tem-se que |x — %% (z)| < |z — £|. Mas entdo
(x,&) é instavel para 1.
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Analogamente a segunda desigualdade do item 2, suponha-se, para obter
uma contradigao, que ¢ (1“5 r) < v¢(¢),r) para algum conjunto de apeti-
tes A com Py(A) > 0. Como %% ¢ uma alocacdo, isto implica que, sob
Y &5¢ o centro & ndo estd satisfeito o tem no seu territério um lugar fora de
B(&,7). Além, existe um conjunto T C B(&,7) N [¢=1(€) \ (vw&9)~1(&)] tal
que LT > 0. Mas, considerando o algoritmo GS étimo para os centros, &
rejeitou a 7', o qual contradiz o Lema [2.3

Agora prova-se a segunda desigualdade do item 1. Suponha para obter uma
contradi¢do que, para algum conjunto de apetites A com F(A) > 0, para
todo lugar x num conjunto 7' de L-medida positiva e dois centros £ e &',
tem-se Y5¢(x) = £ e (x) = &, onde |x — £| < |x — £|. Entao, ou £ nio
estd satisfeito sob 1 ou ¥ ~1(£) contém um lugar y mais longe de & do que
L-q.t. lugar em T', caso contrario teria-se uma contradi¢ado para a primeira
desigualdade do item 2. Mas agora, para L-q.t. x € T, tem-se que o par
(x,&) é instavel para 1.

O

Voltando ao processo pontual II que foi definido no comecgo desta secao,
como A é finito tem-se que [II] é discreto Pi-q.c. Um fator de alocagao
é uma funcao mensuravel ¥, a qual atribui a P;-q.t. medida pontual 7
uma alocagao ¥, de [r]. Alem disso ¥, é equivariante por translagoes no
seguinte sentido: para qualquer translacio T de RY, se W, (z) = ¢ entdo
Ur.(Txz) =T Um fator de alocagao é equivariante a isometrias se o ante-
rior se cumpre para toda isometria 7.

Seja IT* a versao de Palm do processo pontual IT ( ou seja, ITI* é o processo
pontual original II com um ponto adicional na origem), com lei P] e espe-
ranca E]. Entao P* e E* sdo a probabilidade e a esperanca associadas a versao
de Palm do modelo PLA. Finalmente, note-se que, como o apetite aleatério «
é independente dos centros, entao P3(-) = Pa(+), logo E3(-) = Eo(+). Assim,
se ¥, é um fator de alocagao, entao Wy« estd definido Pj-q.c.

Lema 2.4 (Consisténcia lugar-centro). Se IT é um processo pontual in-
variante a translagoes de intensidade A € (0,00) e ¥, é uma fator alocacao
de IT entao
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Ego(Vyp,r) = AE o (Vps, 1), Vr.

Para provar o lema anterior precisa-se primeiro provar o seguinte lema
simples:

Lema 2.5 (Principio de transporte de massa). Seja m : Z¢ x Z¢ — [0, o0]
uma funcao que satisfaz m(u + z,v + z) = m(u, v) para todo z € Z¢, Entao

Z m(0,v) = Z m(u, 0).

vEZA uczZd

Demonstracao.

> m(0,0) =) (—v,0)= > m(u,0).

Para 2 € Z%, defina-se o cubo unitério Q. = [0,1)? + 2z C R4

Demonstragao do Lema[2.4] Seja

m(u,v) = EL{x € Qy : Yn(x) € Qy, |z — ¥n(x)| < r}.

Pelo teorema de Fubini e a invariancia por translagoes, tem-se que

> m(0,v) =EL{x € Qo : |z — n(x)| < r} = P[0 — Ty (0)] <]

vEZ

e pela definicao dos processos de Palm,
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d omu,0)=E > LU NBEr)] =AEL [Ty!(0)NB(0,r)] .

uczZd £€[IINQo

Assim, o resultado é direto.
O

Demonstragio do Teorema[2.4 Claramente, U™ e W5 sio fatores de alocacio
equivariantes por isometrias. Ao tomar valores esperados no Lema [2.1] e ao
usar o Lema [2.4] obtém-se:

Ego (TS5, r) > Ego(U5%, 1) = AE o (T55¢ 7)
> AE*yo (V52 7)) = Ego(U5, 7).

Logo, todas as esperangas anteriores sao iguais. Assim, pela invariancia por
translagoes, tem-se
Egm(qjgsa T) = Egz(qjgsca T)

para todo r e para todos os lugares x. Além, pelo Lema [2.1], tem-se que,
Pg—q.C.,

(VG5 1) > g, (55 1) para todo r
em todo ponto onde as duas quantidades estao definidas. Logo, para todos
os lugares x tem-se que, P-q.c.,

G2(UG% 1) = g, (T55¢ 1) para todo r, (2.2)

em todo ponto onde as duas quantidades estao definidas. Assim, pelo teo-
rema de Fubini, tem-se que ([2.2)) se cumpre P-q.c., para £-q.t. lugar x.



CAPITULO 2. PROPRIEDADES DO MODELO PLA 20

Se x ¢ A, (2.2) implica a igualdade de ¥¥(z) = ¥%(z). Logo, P-q.c.,
para £-q.t. z, tem-se que V&% (x) = W99(z). Por tltimo, usando o Lema
mais uma vez obtém-se que, P-q.c., para qualquer uma alocagao estavel

Y de E = [lI] e L-q.t. x,

9 (V5% r) > g (¥, 7) > g, (U5, r) = g.(¥G°,r)  para todo 7,

logo todas as expressoes anteriores sao iguais. Entao, P-q.c., duas alocacoes
estéveis a [I1] sdo iguais para £-q.t. ponto z.
m

Como consequéncia do resultado anterior, pode-se tomar que para todo
processo pontual II definido com as condicdes do teorema ¥y = ¥ = W&S,

2.4 Transicoes de fase

Nesta secao vai-se provar um resultado sobre as transicoes de fase cujo enun-
ciado é muito intuitivo.

Lembre-se da construgao em medida da primeira secao que P é a me-
dida de probabilidade conjunta, P, é a medida de probabilidade do processo
pontual II e Py é a medida de probabilidade para o apetite do modelo PLA.
Sejam, respectivamente, E, E; e E5 os seus operadores de esperanca. Defina-
se o apetite residual de um centro ¢ como U(&) = Uy(€) = ag — LI (E).

Proposicao 2.1. Seja Il um processo pontual ergédico de intensidade \ €
(0,00) e Esar < 00. Seguindo a notacao da construgao em medida da primeira
secao, tem-se que:

P(0 é nao reclamado) = (1 — AEqar) V 0
E*U(0) = (Baa — A1) VO

(Note-se que, como o apetite é independente do processo pontual II, entdo
Ea = Esa).
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Demonstragao. O Lemacom r = oo diz que P(0 é reclamado) = AE* L1 (0).
Logo, a partir da definicao do apetite residual, temos

P(0 é ndo reclamado) = 1 — AE*£¥(0)
— 14 AE"a — AE*U(0),

Logo

AE*U(0) — P(0 ¢é nao reclamado) = AEa — 1

Lembre-se que nenhuma alocacao estavel pode ter lugares nao reclamados
e centros insatisfeitos. Também, pela ergodicidade, a existéncia de um con-
junto L£-nao-nulo de lugares nao reclamados é um evento zero-um. Por tanto,
s6 um dos dois termos a esquerda pode ser diferente de zero, entao o resul-
tado ¢ obtido.

m

Teorema 2.3. Considere a alocagao estavel a um processo pontual de inten-
sidade A € (0,00) o qual é ergddico sob translagoes com apetite aleatério o
tal que

1. Se AEsa < 1 (subcritico) entao q.c. todos os centros estao satisfeitos
mas existe um volume infinito de lugares nao reclamados.

2. Se AEsar = 1 (critico) entdo q.c. todos os centros estdo satisfeitos e
L-q.t. lugar é reclamado.

3. Se AEsar > 1 (supercritico) entdo q.c. nao todos os centros estao
satisfeitos mas £-q.t. os lugares sao reclamados.

Demonstracao. E imediata da Proposicao [2.1]
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2.5 Monotonicidade

Proposigao 2.2. Seja =y C =5 e {ag} uma realizagdo dos apetites e sejam
11 e 1y as suas respectivas alocacoes GS étimas para os centros.

1. Py-q.c., para £-q.t. lugar z, tem-se que |z — 1 ()] > |z — o(2)].

2. Py-q.c., paratodo centro £ € =y e todor € [0, 00|, tem-se que Ye (11, 7) >
e (Qva T)'

Demonstracao. Ao lembrar que o algoritmo GS étimo para os lugares aloca
um lugar ao centro mais préximo que nao o rejeita, o resultado 1 é direto

. D
pelo Lemacom Eo=Z1eZ2=2, =11, Y% =1yeay=a.

Para provar 2, suponha-se que a declaracao é falsa para algum conjunto de
apetites A com Py(A) > 0, para algum ¢ e para algum r. Entao existe um
conjunto C' C B(,r) de volume positivo com s(x) = £ mas ¢y (z) ¢ {&, A}
para todo z € C. Ainda mais, £ cobiga todos os lugares de C' sob ;. Pela
parte 1 desta proposigao, tem-se que dado = € C, |z —11(x)| > |x—£| e como
x nao é equidistante de dois centros (porque x ¢ A), a ultima desigualdade
é estrita. Mas entao x deseja a & sob 1y, logo (x,&) é instével sob 11, uma

contradicao.
O

Proposicao 2.3. Seja = e sejam ¢4 e Yo duas alocagoes GS a = com apetites

D
aleatorios a; e ao, respectivamente, onde a; < ap.
1. Py-q.c., para L-q.t. lugar z, tem-se que |z — ¢y (x)| > |z — Pa(x)|.

2. Py-q.c., para todo centro £ € = e todo r € [0, 00|, tem-se que (a;)e —

Ye(r,7) < () — Ye(tha, 1), onde (aq)e e (az)e com ¢ = 1,2 sao rea-
lizacoes dos apetites para & sob 1, e 1y, respectivamente.

Demonstracao. Ao lembrar que o algoritmo GS 6timo para os lugares aloca
um lugar ao centro mais préximo que nao o rejeita, o resultado 1 é direto

R D
pelo Lema com Zg ==, ¥ =y, 95 =1y, ag 2 a1 e a = Qo.

Para provar 2, suponha-se que a declaragao é falsa para algum conjunto de
apetites A com P(A) > 0, para algum £ e para algum r. Entao existe um
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conjunto C' C B(&,r) de volume positivo com 9(z) = £ mas ¢4 (x) ¢ {£, A}
para x € C. Ainda mais, £ cobiga todos os lugares de C' sob ;. Pela parte 1
desta proposigao, tem-se que dado = € C, |z —¢1(z)| > |z —&| e como x nao
é equidistante de dois centros, a ultima desigualdade é estrita. Mas entao x
deseja a & baixo 1, logo (x,&) é instavel sob 11, uma contradigao.

O

2.6 Geometria

Nesta secao, vao se provar uns importantes fatos geométricos importantes.
Tais fatos serao importantes nos capitulos seguintes para conhecer o compor-
tamento da cauda da distancia de um lugar tipico ao seu centro.

Teorema 2.4. Considere uma alocacao estavel a um processo pontual ergédico
invariante por translagoes com intensidade finita, entao

(i) Todos os territérios estao limitados P;-q.c.
(ii) Todo subconjunto limitado de R s6 intersecta finitos territérios P-q.c.

(iii) Pode-se escolher um fator invariante por isometrias estavel Wy de tal
forma que todo territério seja a uniao de finitos conjuntos abertos co-
nectados L-, Py-q.c.

Na prova do teorema vao se necessitar alguns conceitos e resultados. Eles
sao enunciados a continuagao. O primeiro lema vai se requerer na prova dos
itens (i) e (ii):

Seja S = {x € R?: |x| = 1} a esfera unitdria ao redor da origem. Uma
calota é um subconjunto proprio de S da forma H = SN B(y,r) onde y € S.
Um cone é um conjunto da forma V = Vg = {ah: h € H com o € (0,00)}
onde H ¢ uma calota.

Lema 2.6 (Cones). Seja D uma constante no intervalo (0,2). Para toda
d > 1 existem Vi,..., V) cones, com k € N, tais que Ule V; =R\ {0} e
tais que se z,y € V;, com i € {1,...,k}, entao
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[ = [yl = & =yl < fa] + (D =Dyl

Demonstracao. O conjunto de todos os bonés de diametro constante D é
uma cobertura do conjunto compacto S, logo S tem uma cobertura finita
Hy, ..., Hg. Suponha-se que x,y € Vi, =V, e x > y. Seja 5 = |y|/|x|, entao
Bx,y € |y|H;. Logo, tem-se

|z —y| < |z — Bz| + Bz — y
< (1 - 8)|z| + diam(|y|H;)
= |z| — [y + DIy
= [z[ + (D = 1)yl.

]

Demonstragao do Teorema[2.4)(i). Chame-se um centro de mau se o seu ter-
ritério nao ¢ limitado. Suponha-se que, com probabilidade positiva, exis-
tem centros que nao sao limitados, entao eles formam um processo pontual
ergddico invariante por translagoes com intensidade positiva.

Sejam Vi, ..., Vj cones como no Lema[2.6] Como cada cone contem bolas ar-
bitrariamente grandes, também contem infinitos centros maus P-q.c. Para
R > R’ > 1 definam-se os conjuntos

Ty = B(0,1)
T, =V,n[B(0,R)\ B(0,R")] parai=1,..., k.

Pelas razoes expostas anteriormente tem-se que o evento

A = {em cada T; hd um mau centro}

tem probabilidade positiva. Suponha-se que o evento A ocorre e seja & um
mau centro en T; para 7 = 1,..., k. Como &, é mau centro, existe um lugar
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z € R\ B(0,R) no seu territério e z pertence a algum cone V;. Como
& eVielr| > R>1¢| > R > 1, o Lema 2.6 aplica e obtem-se que, para
0<D<1-1/R,

|z — &l < |z + (D —1)|§]
<|z|+(D-1)R
<lz[ -1
< |z — &l

Como &; é mau centro, existe um lugar y no seu territério com |y — &;| >
|z — &;|. Logo (x,&;) ¢é instavel, uma contradicao.
O

Demonstracao do Teorema (iz'). Pela invariancia por translacoes, basta
provar que B(0, 1) intersecta finitos territérios. Além, note-se que, como
= é discreto Py-q.c., se uma bola B contém infinitos territérios, entao W(B)
contém centros a distancias arbitrariamente grandes de B, Pi-q.c.

Considere-se a rede Z¢. Um lugar da rede z € Z¢ vai se chamar de mau
se B(z,1) intersecta infinitos territérios. Suponha-se que P[0 é mau] > 0.
Para R > R’ > 1 definam-se os conjuntos

To = B(0,1)
T, =V;Nn[B(0,R)\ B(0,R")] parai=1,... k.

Pelas razoes expostas na prova da parte (i) o evento

C = {em cada T; hd um mau lugar da rede}

tem probabilidade positiva. Caso C' ocorra, existe um lugar z € B(0,2) com
U(z) € R*\ B(0,R) e ¥(z) € V; para algum j € 1,..., k. Seja z; um lugar
mau da rede em 7}; entdo existe y € B(z;,1) com |y — V(y)| > |y — U(x)|.
Pelo Lema , quando 0 < D <1 —5/R/, tem-se que

ly = V()] <z — V(z)[ +1
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< |W(x)|+ (D —1)]z]| +1
<|U(x)|+(D-1)R +1
< [U(x)| —4
< |¥(x) — |

Logo o par (y, U(y)) é instavel.
[

Os seguintes conceitos e resultados vao se precisar na prova do item (iii)
do Teorema [2.4] Ainda mais, a definicdo de aloca¢do canénica nao vai ser
util sé nesta se¢ao, mas também no capitulo de grandes desvios:

Definigao 2.3 (Subconjunto essencial). Seja B(R?) o conjunto dos bore-
lianos em R? e sejam A, B € B(R?). Se L(B\ A) = 0, o conjunto A chama-se
de subconjunto essencial de B e se nota A C. B.

Definigao 2.4 (Versao candnica de uma alocagao). Seja 1) uma alocagao
estavel. Vai se definir a funcdo de alocacdo canonica ¢ da seguinte forma:
para um lugar z € R%, se existe ¢ € ZU {oo} tal que x tem uma vizinhanga
que é um subconjunto essencial de ¢~*(¢), faca-se ¥(z) = ¢. Se ndo existe
tal ¢, faca-se ¢(z) = A.

Pode-se ver que a versao canodnica estda bem definida pois dos conjun-
tos que difiram num conjunto de medida positiva nao podem ter o mesmo
subconjunto essencial. Note-se que se duas alocacoes sao iguais £-q.c., vao
ter a mesma 1. Ao observar com cuidado a Definicio , pode-se ver que
o objetivo é alocar em A todos os pontos na fronteira de um segmento do
territérios em = U {oo}.

Defina-se o raio aleatério do territério de € como R(€) := sup{|z — €| : z €
U~1(€)} e defina-se um conjunto aleatério de esferas e hiperplanos

Zi:U{xERd:|x—§|:R(f)}U U{QfERdZ|Q§'—5|:|1‘_£I|}‘
¢ eA¢!
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Ainda mais, seja B uma bola. Pelo Teorema [2.4[ii), B intersecta sé finitos
territorios P1-q.c. que pertencem a centros &1, ..., &. Define-se o conjunto

Zp = U{f eR: |z —&| = R(fx)}uy{x eERY: |z —&| = |z — &}
% i

Se chamard de célula de B a toda componente conectada de B\ Zp. Note-
se que todas as células de B\ Zp s@o conjuntos abertos porque B\ Zp ¢é aberto.

Lema 2.7. Para cada x € B\ Zp com ¥(z) # A, tem-se que ¥(x) é igual
ao centro mais proximo de x no conjunto

T(z) ={& v — &l < R(€)}
ou ¥(z) = oo quando T'(z) = 0.

Demonstragdo. Note-se que pelas definicdes de R(€) e Zg, tem-se que W(€)
T'(x)U{oo}. Mas se T'(x) contém um centro &; mais proximo de x que ¥(z),
entdo o par (z,&;) ¢é instavel pois x deseja ao &; e, pela definicao de T'(z), &;
cobica ao z, uma contradicao.

]

Lema 2.8. Pi-q.c., se C' é uma célula, entdo o cardinal de U(C') \ A é 1.

Demonstracao. Seja x como no Lema note-se que as k? fungoes

|$—§1|—R(€Z), izl,...,k,

sao continuas em z e diferentes de 0 fora de Zg. Entao os sinais delas sao
constantes em cada célula e assim o resultado é consequéncia do Lema [2.7]
O

Lema 2.9. P;-q.c., para cada lugar = ¢ Z, x tem uma vizinhanca V' tal que
o cardinal de U(V)\ A é 1.
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Demonstracao. Seja B = B(x, 1) e definam-se Zp e as células como antes.
Como Zp C Z, x pertence a alguma célula. Mas como todas as células
sao abertas, x tem uma vizinhanca contida na célula. Logo o resultado é
consequéncia do Lema [2.8]

O

Proposicao 2.4. Seja ¥, um fator de alocacao equivariante por isometrias
a Il e seja ¥, como na Defini¢ao . Entao ¥, é uma alocagao estavel.

Demonstracao. Note-se primeiro que, como Z tem medida de Lebesgue nula,
o Lema implica que ¥ = ¥, para £-q.t. ponto, Pi-q.c. Segue-se que Wy
é uma alocacio, Pq-q.c. Pela construcdo, We herda a equivariancia por iso-
metrias de We. Da definicao também segue-se que os territérios de ¥, e o
conjunto de lugares nao reclamados sao conjuntos abertos.

Suponha-se que (z,&) é instdvel baixo W. Seja ¥(x) = ¢ e ¥(y) = &, onde
e =& < |z —C(lelr—¢ < |y—¢&|. Entdo z e y tém vizinhangas £-q.c.
iguais a U71(¢) e U(€) respectivamente, logo é possivel encontrar z’ e i/
com V(z') = ( e U(y') = & perto o suficiente de =,y para ter ainda que
2" =& < |2’ = (| el =& < |y — €| Igualmente, se x for ndo reclamado
em ¥, entdo pode-se encontrar um 2’ perto de @ que seja nao reclamado em
U. Finalmente, se £ ndo estd satisfeito em ¥, entdo nao estd satisfeito em W.
Em todos os casos se deduz que (2/,&) é instdvel para ¥, uma contradicao.
]

Proposicao 2.5. Pi-q.c., ¥y é a tnica alocacdo que minimiza o conjunto
¥ ~H(A) na classe de alocagoes estaveis ¥ de [[I] que tém todos os seus ter-
ritérios abertos e o conjunto de lugares nao reclamados também aberto.

Demonstracao. Note-se que, Pi-q.c., para qualquer @) como foi descrita no
enunciado e para todo z tal que ¥(z) # A, tem-se que ¥ toma o valor 1 (x)
em alguma vizinhanca de x, logo V(x) = ¢(x).

O

O seguinte lema é necessario para provar a ultima proposicao requerida
para provar o Teorema [2.4(iii).
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Lema 2.10. Seja Y a uniao de finitas esferas de dimensao d — 1 e finitos
hiperplanos de dimensao d — 1 em RY. Entdao R?\ Y sé tem finitas compo-
nentes conectadas.

Demonstracao. O argumento é por inducao. Num caso mais geral, seja Y
um conjunto de finitos hiperplanos nao paralelos (H;)*_, de dimensdo d — 1
em R?. Suponha-se que os k hiperplanos vao ser inseridos em R? um depois
do outro, entdo no maximo poderao haver 2¥ componentes conectadas:

Quando tem-se inserido 0 hiperplanos, apds inserir o primeiro hiperplano, o
espago vai ser dividido em duas componentes conectadas, logo a hipdtese se
cumpre para 0. Agora suponham-se k£ hiperplanos de dimensao d — 1 nao
paralelos que dividem o espaco em 2¥ componentes conectadas; entdo se um
novo hiperplano bissetasse todas as componentes conectadas, no maximo ge-
raria 2¥*! novas componentes conectadas (o novo hiperplano dividiu em dois
as componentes conectadas). Logo se Y estd composto por uma quantidade
finita de hiperplanos k, as componentes conectadas geradas por eles vao ser
finitas e limitadas superiormente por 2F.

]

Observe-se que se k£ > 3 no lema anterior, a quantidade de componentes
conectadas vai ser estritamente menor que 2*. Isto porque depois de ter dois
hiperplanos nao paralelos formando 4 componentes conectadas, nenhum hi-
perplano pode bissetar todas as componentes conectadas (pois implicaria que
cada hiperplano corta os eixos em mais de um ponto, um absurdo. Veja-se a
Figura para um exemplo em dimensao 2).

Figura 2.1: Se os dois eixos consideram-se hiperplanos, o terceiro hiperplano
nao pode bissetar todas as componentes.
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Proposicao 2.6. Os territérios de W tém finitas componentes conectadas e
fronteira L-nula.

Demonstragdo. Pelo Teorema [2.4{1i) e a invariancia a translacoes ¢ suficiente
descartar a possibilidade de que a intercepgao de B(0, 1) com algum territério
tenha infinitas componentes. Seja B = B(0,1) e Zp como ja foram definidos.
Pelo Lema [2.10] existem s6 finitas células y cada uma delas é conectada. O
Lema junto com a Definigao implica que ¥ é constante em cada
célula. Assim, basta com descartar a possibilidade de que a intercepgao de
algum territério com B tenha uma componente contida completamente em
BN Zg. Mas isso é impossivel porque qualquer componente é aberta e Zp é
L- nulo. Pelo Lema 2.9 se x ¢ Z entao = nao pertence a fronteira de nenhum
territério, mas, Py-q.c., Z é £ nulo. Isto prova que os territérios de ¥ tém

fronteira L£-nula.
O

Demonstracao do Teorema ( iii). Segue-se das Proposicoes , e .
O



Capitulo 3

Percolacao

Neste capitulo vamos provar a existéncia de percolacao no modelo PLA. Va-
mos apresentar duas formas de resolver a pergunta. A primeira forma estd
baseada em [3] de Freire, Popov y Vachkovskaia, que usa métodos de per-
colacao fractal. A segunda forma é usando um teorema provado recentemente
por Jean-Baptiste Gouéré em [6].

Sem perdida de generalidade, vai-se reescrever «; como «aV; onde « é
constante e {V;} é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias iid positivas.

3.1 Método de Freire, Popov e Vachkovskaia

Em [3] foi parcialmente resolvido um problema em aberto colocado em [7]
relacionado com a percolacao dos lugares reclamados no modelo PL: nesse
artigo, a auséncia de percolacao foi provada quando o apetite é pequeno.
Apoiando-nos nesse resultado vamos provar aqui a auséncia de percolagao no
modelo PLA quando « também é pequeno:

Definigao 3.1 (Percolagao). Dissemos que ha percola¢ao dos lugares re-
clamados se existe um subconjunto de C nao limitado e conectado.

Definicao 3.2 (Ponto critico).
a,(d) = sup{a :

31



CAPITULO 3. PERCOLACAO 32

P[0 pertenga a um subconjunto conectado nao limitado de C

no modelo com d dimensdes e com apetites dados por aV;] = 0}.

Teorema 3.1. Seja V; uma seqiiéncia de variaveis aleatérias iid com distri-
bui¢ao F, média p e variancia o?; suponha que existe §; € RT (pequeno) tal
que [ _ v dF (v) < co. Entao

(i) Para qualquer dimensao d > 2 temos que a,(d) > 0, isto é, se o apetite
a é pequeno o suficiente, entao q.c. nao héa percolacao dos lugares
reclamados.

(ii) Além disso, se o é pequeno o suficiente e d > 2 entao ha percolagao dos
lugares nao reclamados (isto é, existe ¢.c. uma componente conectada

e nao limitada de R%\ C).

Definicao 3.3 (Cubos de nivel). Para m > 1 ei = (i),...,i¥) ¢ 79,
defina o cubo de nivel m, K", associado com 7 por

7

K" = {:1: =W, z¥)eR?: —% <20 —mi® < %}

Note-se que a uniao de todos os cubos de nivel m é R? e a intersecéo de
dois cubos de nivel m distintos ou é vazia ou tem medida de Lebesgue nula.
Dissemos que dois cubos estao conectados se tém ao menos um ponto em
comum. Chame de () o conjunto de centros em K, isto é, a cardinalidade
do conjunto K} N=. Definimos a distancia entre dois conjuntos:

p(A,B)= inf_|z—y|

€A, yeB

Assim, para todo r > 0 definimos a bola discreta B;(r) por

Bi(r) = UKfser>0
JjeT

onde

J ={j ez p(K},Kj) <r}
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e B;(0) :

= () (veja-se um exemplo duma bola discreta na Figura em di-
mensao 2).

Figura 3.1: By(r), r € (1,/2)

Gere-se um outro modelo da seguinte forma: selecione um ¢ pequeno e, no
modelo PLA original, quando aV; < § para o ponto &;, defina o apetite de
& igual a § (aqui o o é muito pequeno e V; é qualquer valor positivo). Isto
é, o novo modelo domina ao primeiro; logo se o novo modelo nao percola, o
primeiro tampouco percola. Agora precisamos introduzir uma notacao nova
a qual difere da apresentada em [3] por causa do apetite aleatério.

Definicao 3.4 (Raio aleatdrio). Para cada i € Z¢ defina a varidvel aleatéria

Ry=inf<r>0: Z Zangﬂdrd , se |C(i)’>0

JEZANB;(Bar) £€¢W0)
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(inf @ := +00), 74 é 0 volume da bola com raio 1 em R? e

8, = [3 n 2\/c_i(5_l7rd)1/d-‘ , (3.1)

R;:=0se ()| =0 e [z] é o menor inteiro maior ou igual a .

Lema 3.1.

p (Bi(R), R\ Bi(BuR;)) > R;.

Demonstragio. Como p(K}, B;(R;)) < R; e os cubos de nivel 1 tém lado 1 e
didmetro V/d, tem-se:

max |z —y| < R +2Vd (3.2)
zeK},yeB;(R;)

Para p(B;(R;), R4\ B;(B34R;)) usando (3.2) e o fato de que p(K}, B;(B4R;)) <

B4R;, obtém-se

p (Bi(R), RO\ Bi(BaRy)) > BuRi — (Ri + 2\/3) (3.3)

Finalmente, note que se R; > 0, entao existe ao menos um centro em B; (4 R;)
e deste modo myR¢ > oV > §, entao R; > (57r;1)1/d, onde V' tem distribuicao
F. Entao para que o termo na direita de seja maior do que R; precisa-se
Bq > 2+ 2\/8(5*17@)1” mas por é isso o que acontece, logo o lema esta
demostrado.

O

Lema 3.2. Os territérios de todos os centros em K estao contidos em
Bi(R;).

Demonstracdo. Suponha que existe ¢ € K! e x € R? tais que (z) = &
e lr — & > R;. E possivel escolher um ¢ o suficiente pequeno para que
|z — &| > R; + ¢ e qualquer um lugar z com p(z, K}) < R; +¢ que pertenca a
B;(R;). O anterior porque B;(R;) é compacto, e para qualquer z’ na fronteira
de B;(R;) tem-se que p(z', K!) > R;, de outra forma o seguinte cubo de nivel
1 também estaria incluido em B;(R;).
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Agora, pela Defini¢ao [3.4]) o ntmero de centros em B;(4R;) é no mdximo
maRI671 e, caso atingir esse maximo, cada um desses centros reclamaria um
territorio de volume 9. Caso nao atingir o nimero méximo de centros, quer

dizer que existe um conjunto de centros (&1,...,&,) em B;(G4R;) tais que
excedem o volume § por uma quantidade o, ..., ) onde o) = aV; —§ com
1=1,...,n. Assim o raio R; seria,

Ri=infd{r>0: Z Za‘/g—l—Z(SSﬂdrd , se ‘C(i)‘>0,

JEZINB; (Bar) {egéir) ge(éjj

onde gi ) e (gi ) sao, respectivamente, o conjunto de centros em K ]1 com volume

=n).

menor ou igual que ¢ e maior que 4 (note que gé{)ucéf = (Y e que ’Cé?

Assim, o nimero maximo de centros em B;(84R;) é m4RE (6 + >0, o) leo
volume total reclamado por esses centros seria 0+ ., a}. Deste modo, para
qualquer dos dois casos tem-se que L£({z € R?: |z — ] < R; +¢}) > maRY.
Entéo existe y tal que |y —&| < R; +¢ (e assim y € B;(R;)) e

e ou (y) = & para algum ¢’ € R\ B;(B4R;)

e ou y nao ¢é reclamado.

Ou seja, y nao é reclamado por nenhum centro em B;(G;R;). Agora vamos
provar que (y, e) é instavel:

e 1y deseja & porque pelo Lema tem-se que |y —&| < |y — ¥(y)| e

e ¢ cobiga a y porque |y —&| < |z —&|.

Entao os centros de K} estarao satisfeitos com o seu territério dentro de
Bi(R;), o qual prova o lema.
O
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O Lema (3.2 nos permite majorar o modelo original pelo seguinte modelo
de percolacao dependente: dado o conjunto de pontos = de um processo
de Poisson, para todo K} pintamos todos os cubos de nivel 1 em B;(R;) e
chamamos de € o conjunto dos lugares pintados. Isto é, definimos

¢ = Bi(Ry).

i€Zd

E importante observar que, pelo Lema , C C €. Entao para provar a
primeira parte do Teorema (3.1} é suficiente provar a auséncia de um con-
glomerado infinito em € para A pequeno. Para tal fim precisamos de um
resultado de um artigo cldssico do Nagaev (o Corolario 1.8 de [I5]) e da
desigualdade de Chernoff:

Lema 3.3 (Grandes desvios). Seja S, = Y | Z;, onde Z; ¢ uma seqiiéncia
de varidveis aleatérias iid com distribuicao F', média 0, variancia o%. Defini-

mos Ay, s = [ u*™dF (u) < oo (6; é como foi definida no Teorema.

2461
Entao, temos

446, 2461 . _(241) —9e—(2+01) 1.2
Pls,>al < (5o5t)  nafge @ e {0

Lema 3.4 (Desigualdade de Chernoff para variavel de Poisson). Seja N uma
variavel com distribuicao de Poisson e média 0 < A\ < oo entao

P[N >a] < e MM paraa > A (3.4)
P[N <] < e MM parad < A (3.5)

onde g(z) = (r — 1 —logx)/x e g(x) — oo quando z — 0.

Demonstracio. Para provar (3.4), seja s = a/), assim s*P[N > a] < E(sV),
logo

P[N > a] < s *E(s")
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f)\e/\(sfl)

S
()\/a))\ea—A
a—X+Alog(A/a)

e
— e Ma(Na)

Para provar (3.5)), seja s = a//), assim s*P[N < a'] < E(s"), logo

P[N < d] < sE(s")
A1)

=s
_ (/\/a/)kea’—)\
=e

a’—A+Alog(\/a’)

_ o aVa)

]

Em [I5] o resultado do Lema é apresentado de forma mais geral, para
quando as v.a. nao sao identicamente distribuidas e a integral [ _ u'dF(u)
existe para algum ¢t > 2, mas aqui o apresentamos quando € o caso iid para
resumir e com t = 2 4 d; pois nao precisamos mais do que isso.

Proposicao 3.1. Sejam c;(\), ¢z e ¢3 constantes em R com ¢;(\) que de-
pende da intensidade do Processo de Poisson, entao

d

P[R; > a] < cza™90H0) 4 gme20® 4 cmer(Ne

onde ¢; ¢é tal como foi definida no Lema [3.3]

Demonstragio. Seja K = [(284a + 3)*| e V! = V —pu. Agora, para abreviar a
notagao defina v = mgata~! — Kpu. Observe também que LB;(Bqa) < (284a+
3)%; defina N ~ P[\(284a + 3)%]; assim, UjezdnBi(ﬁda)C(j)‘ estd dominado por
N. Entao com essas consideragoes mais o Lema tem-se:

PR, >a] <P Z Z aVe > maa®

JEZINB;(Bqa) £e¢)
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N
<P Z Vi, > Wdadoz_ll

N
<P|) Vi>mua'a™ | N<K|P[N<K|+P[N > K]

K
<P |) Vi>v|+P[N > K]

K
SPE:W>U+6N%ﬁWWWWWW>

Onde o segundo termo na ultima desigualdade é obtido ao usar o Lema [3.4]
Agora, o primeiro termo pode-se limitar usando o Lema [3.3}

446 2401 —9p—(2461),2
P S( i 1) A;HlKv_(%&l)—l—exp{—e Y }

2+ 0y (44 6,)?Ko?

K
E:W>v
k=1

d(1+41) 4 e—cgad

< csa~
(porque K é da ordem de a?) para obter finalmente o resultado.
O

O seguinte fato simples vai ser importante na hora de provar o Teorema

3.1k

Lema 3.5. Para determinar se o evento {R; < a} ocorre, s6 é preciso consi-
derar a configuracao dos centros dentro de B;(f4a).

Demonstracao. Segue-se diretamente da definicao de R;.
m

Considere-se um conjunto W C R? e seja Sy = =N W (note que como W
é limitado, Zy é finito q.c.). Como foi explicado anteriormente, q.c. existe
uma unica alocagao estavel correspondente ao conjunto de centros Zy,. Deste
modo podemos construir o conjunto de lugares €|y, correspondente a essa
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alocagao estavel tal como foi felto na construgao de €. A saber: primeiro se
definem as varidveis aleatérias CW como o conjunto ¢ N K} NW. Depois se

define R}” de forma andloga & Defini¢ao [3.4, mudando somente ¢/ ¢ por ¢O,
para fazer €|y = U;cza B;(RY). Defina-se o segumte anel de raio n¢ para o
cubo de nivel m, K"

A = | K
GKPNEK =0

(de modo que A(KJ") é a unido de K" com os 3* — 1 cubos de nivel m
adjacentes).

Definigao 3.5 (Cubos passaveis). Um cubo de nivel m, K" é passdvel, se
satifaz as seguintes duas condigoes:

1. O conjunto K7" intersecta uma componente conectada com diametro
ao menos m/2 de €| axrm).

2. para qualquer i € A(KJ") N 74, tem-se que R; < 50, +1)

Denote-se por || - ||« @ norma méxima em Z¢. A observacao importante
é que o evento “o cubo de nivel m é passavel” s6 depende do que ocorre em
um numero finito de cubos ao seu redor:

Lema 3.6 (Independéncia). Suponha que m > 2 e que ||i — j|| > 5.
Entao os eventos { Kj" é passdvel} e { K" é passdvel} sao independentes.

Demonstragio. Considere (1 € A(K") NZ" e l, € A(KJ") NZ%. Pelo Lema
o evento {ng < ﬁ} depende somente do que ocorre dentro de
By, (6(6 =y ) k = 1,2. Note que By, (W) C By, (m/6). Entao é di-
reto verificar que, se m > 2 e ||i — j|loo > 5, para todos os {1 e {5, tem-se que

By, (m/6) N By, (m/6) = 0 (veja-se a Figura[3.2)), o qual prova o lema.
[
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AKZ) A2, )
B,,(2/6) B.,(2/6)
K3 K;:f K/lz Kﬁa,n)
£y =(3,0) Ly =(7,0)

Figura 3.2: Independéncia quando m = 2.

Seja py, 1= P [K[" é passavel|. A seguir, o nosso objetivo é mostrar que
se A\ é pequeno, entao p,, — 0 quando m — oo.
Seja dy um real no intervalo (0, 1) tal que

1
1+

< 0y (36)

e considere o evento

A, = {em A(K]') existe uma componente conectada de diametro

80 menos de cubos passdveis de nivel 3n%}.

Lema 3.7.
P[A,] < (n"179) (11%p,,5,)" (37)

onde

Demonstragio. Como o didmetro de um cubo de nivel m é m+/d, no evento
A, existe um m’ € Zt e iy, ..., i, € Z? tais que



CAPITULO 3. PERCOLACAO 41

° Kfj”‘h C A(KY) para todo j =1,...,m/,

o |[i; —ij_1]|oc = 1 para todo j =2,...,m/,

o Jlio — imlloo > $22%.

Defina-se agora 7(1) :== 1 e

7(j) = max{{ > 7(j — 1) : ||ir — ir(j_1)|lc = 5}

para j = 2,...,ko (de fato, como bky < %%, temos que 7(ko) < m’).
Entao a colecao vy = (Kf:if, - Kf’:ii)) de cubos de nivel 3n® tem as se-
guintes propriedades:

* 7 C A(KY),

e Para j=1,...,ky os cubos Kf&? sao passaveis,

o |lir(jy — ir(j—1)||oo = B, para j =2,..., ko,

o [lirgy —irgylloo = 5, para j # 5.

Intuitivamente, esta colecao corresponde a um “caminho” de cubos passaveis
dentro de A(K('); nao obstante, os elementos vizinhos de esse caminho na
realidade nao sao vizinhos: estao a uma distancia suficiente para fazer-os
independentes. O numero de colecoes com tais propriedades é no maximo
(nd(1_52)) 11%0: o niimero maximo de possibilidades para escolher o primeiro
cubo na colegao é (n%)d e depois, em cada passo, hd no méaximo 11¢—9¢ < 11¢
possibilidades de escolher o seguinte. Para um + fixo, pelo Lema |3.6] a
probabilidade de que todos os cubos na colegao sejam passaveis é no maximo
pgfﬁw o qual prova a desigualdade (]3.7)).

]

Lema 3.8. Suponha-se que, para algum n > (4\/3)52_1, o cubo K é passavel
e 0 seguinte evento ocorre:
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nd?
ara todo i € A(K") N Z% tem-se que R; < —} 3.8
v (K) R

Entao, para qualquer cubo de nfvel 3n° em A(K?) que intersecta com uma
componente conectada de cubos pintados de nivel 1 de €| 4(xz) com diametro
ao menos n/2 e tal que sua distancia até K’ é no maximo n/2, é passavel e,
em particular, o evento A,, ocorre.

Demonstracdo. Considere-se qualquer cubo de nivel 3n% com as proprie-
dades anteriores, por exemplo K ;’”52. Como p (KQ,K ?"62> < n/2, temos
que A <K3”62> C A(KY) e entdao tem-se que, para todo x € A <K]3”52>,

R, < B +1) Entao, a segunda condi¢ao na Defini¢ao é satisfeita. Seja

f (K;’"52> = {x cRY: inf ||z -yl < 2n52} :
yEKj?”§2

nd2
Chame-se de r; a expressao 5 TEIES)) ﬁ 1 © considere-se um cubo de nivel 1 K}

R (K ;’" 2) tal que K} C €| A(xp)- No evento 1) isso quer dizer que existe

i € A(Ky) NZ% tal que K!' C Bi(ry). Pelo Lema 3.5 0 evento {R; < ri}
s6 depende da configuracao dentro de B;(fGqr1). Como 71 + Byr1 + 2/d =
(Bg+ 1) +2Vd = % +2v/d < n® (lembre-se da suposicio de n% > 4v/d),

obtemos que B;(f4r1) estd completamente contida em A (K 33”52). Assim,

3n§2

1 A( J > 3n%2\
K; C B | R; e por tanto R ( K intercepta uma compontente
conexa de didmetro ao menos 2n° de cubos de nivel 1 em €| A(K3"62>‘ Isso
i

. . 5o, ’
implica que K" é passdvel.
]

Agora as condigoes estdao dadas para provar o Teorema [3.1} Abrevie-se
gg= 1171 /2. Escolha-se my suficientemente grande tal que
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m > (4Vd)%" (3.9)

m'/? < L%%J —1 (3.10)

m'~ < 3m (3.11)

(11%,)™" < mda+o0% (3.12)
€4 > (Sm)d [(11d5d)m1/2 + cgm_‘i(lﬂsl)é2 +emem®? g omm

(3.13)

para todo m > mg. Além disso, escolha A pequeno o suficiente para que

¢1(A\) > max {1, d,} (3.14)
exp {—A(3mo)?} > 1 —¢4 (3.15)
onde ¢, = 27484 + 1)~%¢; para i = 1,2,3. Note-se que a primeira condi¢io
sobre o A garanta que o ultimo termo em ({3.13]) decresce mais rédpido que

o penultimo. Seja n > my, usando primeiro o Lema junto com (3.9), e
depois o Lema junto com o Lema (3.1)) obtém-se que

pn = P[K{ é passavel]

02
< P[A,] + P |existe i € A(K] ﬂZd:Rizn—l
< P[4,] {X (Kg) 2(Bq + 1)

< nd(1—62)<11dp3n62)k0 + (3n)¢ {an_d(1+51)52 L emchn®® | 6—0/1()\)nd52}
(3.16)
A condigao (3.15) implica que, para qualquer m < mg, tem-se que p,, < &4
(isso porque, com probabilidade ao menos e~ 23m0)" 3o haverdo centros em

A(K["), nesse caso K" nao ¢ passavel). Entao, voltando ao caso n > my, se
P32 < €4 tem-se

D S nd(1_62)(11dp3n62)k0 + <3n>d {an—d(1+51)52 + e—cénd52 + e—nd52}

S nd(1—52)(11d€d)k0 + (3n)d {an—d(l—i-(sl)(Sz + e—c’2nd‘52 + e—nd‘SQ}
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S (3n)d(11d5d)n1/2 + (3n)d {an—d(1+51)52 + e_CIQnszQ n 6_"d62}
= (3.17)

onde a primeira desigualdade é obtida ao usar (3.14]), a terceira ao usar (i3.10)
e (3.11)), e a quarta ao usar (3.13)). Por inducao (3.17)) implica que p, < &g,

Vn € N: usando os cdlculos anteriores tem-se que (Vm < mg)(p, < €4) =
(Ym < (mo/3)7%)(pm < £4) € assim para o frente. Ainda mais, repetindo o
processo anterior tem-se que

P < (8 (107%™ 4+ (3n)? {00y emibn™ o )
< 4(3n)dn 414018 (3.18)

onde (3.18) obtem-se ao usar (3.12)); assim p, — 0 quando n — oo (pela
definigao de dy em (3.6)). Usando (2.4) pode-se escrever (lembre-se que

c(A) >d(N\) >1)

P[K{ intersecte uma componente conectada de didmetro ao menos n/2
de cubos pintados de nivel-1]
n
<P[K" é passivel| + P |existe i € A(KMYNZ%: R; > —]
K ¢ pass] | (53) T
+P [existe i € Z*\ A(KY) : R; > p({i}, KJ)]

7d(1+61) n d n d
<po+ (30)° {Cg (sosr) o+ () 4o }

ber 3 PR > [0]
e

7d(1+61) " d n d
RSN SR —

“+cy Z Mldfl {03|€‘*d(1+51) + 6702|@|d n 6701()\|e|d}
[¢|=n

§4(3n>dn7d(1+51)52

—d(14467) N d . d
O L )

Ba+1
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+cy ey (3.19)
[£|=n

— 0

quando n — o0o. Assim, tem-se provado que pode-se escolher \ bastante
pequeno para obter que

P[K{ intersecte uma componente conectada de diametro ao menos n/2

de cubos pintados de nivel-1] — 0

quando n — oo. Note-se que como C C €,

P[K{ intersecte uma componente conectada de diametro ao menos n/2
de cubos pintados de nivel-1]

> P[0 pertenca a um subconjunto nao limitado de C]

e a ultima probabilidade é estritamente positiva se ha percolacao. Assim, nao
hé percolacao quando A é suficientemente pequeno e a parte (i) do Teorema
estd provada. Para a parte (ii) do Teorema, denota-se por Hy C R o
plano bidimensional, agora pode-se escrever

{néo existe uma componente conexa nao limitada em R?\ C}
C{VW C H, tal que W é limitado hd um contorno ao redor de W em C N Hy}
C{VW C H, tal que W ¢ limitado hd um contorno ao redor de W em €N Hy}
C{para um ndmero infinito de cubos Kg,n =1,2,3,..., K intercepta uma

componente conexa de diametro ao menos n/2 de cubos pintados de nivel-1}

Por (3.19) e o lema de Borel-Cantelli, para A pequeno o suficiente, a pro-
babilidade do ultimo evento é 0 e portanto a parte (ii) do Teorema esta
provada.

Como Freire, Popov e Vachokovskaia deixam claro em [3], ndo importa
se o resultado final foi obtido para A pequeno e nao para a pequeno, como
estava dito no Teorema [3.1] Isso ndo afecta muito pelo seguinte motivo: ao
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re-escalar o espago por um fator b (uma fungao = +— bx), entao obtém-se o
modelo com intensidade de Poisson \/b? e apetite ab?. Assim, as proprie-
dades geométricas do modelo nao mudam com a transformacao e o produto
do novo apetite com a nova intensidade também nao muda. Em particular,
isso prova que as propriedades do modelo s6 dependem do produto Aa. Essa
anotacao também serda importante para entender a prova na parte seguinte,
onde é usada uma outra forma de obter o mesmo resultado.

3.2 Meétodo de Gouéré

Em [6] recentemente demostrou-se um Teorema relevante para o desenvolvi-
mento deste capitulo. Nesse artigo Goueré provou resultados interessantes
para alguns modelos (como o PL com apetite constante) na fase subcritica.
Esses resultados estavam baseados num artigo prévio dele ([5]) no qual ob-
tinha importantes melhorias nos desenvolvimentos conhecidos até agora da
fase subcritica de percolagao no modelo Booleano (veja-se a se¢ao 3.3 de [14]
para ter uma ideia desses resultados prévios). Entao o Teorema que é de
interesse nesta tese permite construir uma demonstracao alternativa do Te-
orema baseado nos resultados obtidos em [5]. Vai-se enunciar primeiro
o Teorema (sem prova) e depois vai ser gerado um modelo Booleano que
domina o modelo PLA para conseguir usar dito resultado:

Teorema 3.2 (Teorema de Gouéré). Seja II' um processo pontual em R x
(0,00) tal que a lei de IT" é invariante a translagoes. Suponha-se também que
a medida de IT" é localmente finita (assim a intensidade de II" é o produto da
medida de Lebesgue em R vezes uma medida localmente finita em (0, 00)).
Seja C' > 0 constante. Entao existe uma constante H(d,C') > 0, tal que, se
as seguintes propriedades sao satisfeitas:

PO Para todo 7 > 0 e todo x € R?\ B(0,Cr), os processos pontuais

I'N B(0,r) x (0,7] e I' N B(z,7) x (0,7]

sao independentes.

P1 sup,.,riv([r,00)) < H.
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P2 A seguinte integral ¢ finita:

d
Bv(dp),
[1,00)
entao o conjunto S, a componente conectada de II' que contém a origem, é
limitado q.c. Se ademais satisfaz-se o seguinte:

P3
B w(dp) < oo,
[1,00)
entdao E[M?®] < oo, onde M = sup,.g ||z

Agora gera-se um processo que domina o modelo PLA. Suponha-se que II é
um processo pontual de Poisson em R? x (0, 00) cuja medida de intensidade
¢ a medida de Lebesgue. Para todo z € II, define-se assim R(z, II):

R(z,II) =inf ¢ r >0 Z aVe < ma(2)rt 3,
¢£€B(2,2r)

inf ) = oco. Aqui my(2)r? é a medida de Lebesgue da bola com centro em z e

raio r em d dimensoes. Define-se um processo Booleano como

' = {(z,2R(z,1)), z € IT}.

E preciso notar que a lei de IT’ ¢ invariante a translacoes em R? e que a medida
de intensidade de IT' é localmente finita. Assim, a medida de intensidade é o
produto da medida de Lebesgue em R? vezes uma medida localmente finita
em (0,00]. Chama-se de v issa medida de intensidade, e de probabilidade,
em (0, 00]. Ter definido o processo Booleano como II' sugere (corretamente)
que o Teorema pode-se usar sobre II'.

Como conseqiiéncia do Teorema temos o seguinte teorema concernente a
prova alternativa do Teorema |3.1

Teorema 3.3. Seja o; = aV; uma seqiiéncia de variaveis aleatérias positivas
iid e seja 0 < 1 < 1 onde V; e §; satisfazem as mesmas propriedades do Te-
orema [3.1] Seja D o diametro da componente conectada de C que contém a
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origem. Entao, para todo s existe o pequeno o suficiente, tal que ED® < oo.
Por conseqiiéncia nao ha percolacao de C.

A prova do Teorema |3.3| é direta depois de verificar as condicoes do Teorema
[3.2] mas para estar em posigao de usa-lo neste caso precisa-se dos seguintes
dois lemas:

Lema 3.9. Para a pequeno o suficiente, o conjunto C quase certamente esta
contido no conjunto X, onde X ¢é a uniao de todas as bolas do processo Boo-
leano IT'.

Demonstracao. Seja z € II. Lembre-se que R(z,II) é finito. Para provar o
lema s6 é preciso checar que ¥~'(z) C B(z, R), onde R = R(z,I). Tem-se:

Z aVe = mq(2) R

¢€B(2,2R)

Seja € > 0 tal que ndo existe nenhum ponto de IT em B(z,2R+2¢)\ B(z, 2R).
Entao tem-se:

> aVe<ma(z)(R+e)

£€B(2,2R+2¢)

Portanto:

[ (ITN B(z,2R + 2¢))| < ma(2)(R +¢)”.

Em consequéncia, existe € B(z, R+¢) tal que ¥(z) € HU{oo}\ B(z, 2R+
2¢). Se Y(x) € 11,

|z —¢(z)|| >R+ce|lr—z|| <R+e.

Assim, z deseja ao centro z. Se ¥(x) = oo, x também deseja ao centro
z. Como v é uma alocagao estavel, tem-se que z nao cobiga ao ponto z.
Consequentemente, 1~ (2) C B(z, ||z — z||) e entdo ¢ "'(2) C B(z, R + ¢).
Como o resultado é valido para ¢ > 0 arbitrariamente pequeno, obtém-se
que ¢¥~1(2) C B(a, R). Deste modo, o lema fica demostrado.

]
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Note-se a similaridade do Lema anterior com a segunda parte da prova do
Lema [3.21

Lema 3.10. Dadas as mesmas condicoes do Teorema tem-se que para A
pequeno o suficiente e r > 0, v((r, o0]) < cAr~?1+9%) onde ¢ € R,

Demonstragao do Lema[3.10. Seja r > 0. Por defini¢ao de v e II tem-se:
v((r,00]) = E(JII' N[0, 1] x (r, o0]|)

=E Z 12R(Z,H)>r

z€IlN[0,1]¢

= AP [R(z,II) > r/2]

< \P Z Ve > mq(z d2_da_1

EEB z,r)

Agora é preciso fazer uma analise similar a feita para obter a desigualdade
do Lema 3.1} Para a € (1,r) sejam K = [mgrfa?] e N ~ P(Amgria?), entao
N domina a IIN B(z,7). Sejam V; =V —p e v = mgri2-%a~ — K (note-se
que z é da ordem de r¢). Com essas consideracoes tem-se:

N

Z Vie > Wd(z)rdZdall

k=1

v((r,00]) < AP

[ N
g)\{P ka>7rd()d2 o 'IN<K

SA{P
| k=1

Fazendo uma anélise semelhante a feita no Lema B.1] obtém-se:

PN < K|+ P[N > K]}

Mx

+PN>K]}

(1, 00]) < A {egr=a00) 4 et 4 gmenort
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A ltima desigualdade obtém-se para A pequeno e porque o primeiro termo,
que decresce mais lento que os outros termos dentro das chaves, é da ordem
r=d140) pois K = (ﬂdr‘ﬂ. Note-se que a ultima expressao vai para zero
quando A — 0.

m

Demonstracao do Teorema|3.5 Uma vez provados os lemas anteriores, a prova
deste teorema ¢é similar & prova feita pelo Gouéré em [5]. Por causa do Lema
3.9] ¢ suficiente checar que I’ satisfaz as propriedades do Teorema [3.2]

PO. A propriedade ¢ satisfeita quando C' = 7. Seja r > 0. Para todo z € 11
define-se

R(z,1I) =inf ¢ s € [0,7] : Z aVe < mq(2)s?
£€B(2,25)

Define-se 1:2(2,1_[) = r se nao existe tal s. Note-se que, para todo z € II,
tem-se que se R(z,II) < r ou R(z,II) < r, entdao R(z,II) = R(z,1II). Assim,

I'NREx [0,r) =I'NRY x [0,7)

onde IT' = {(z,2R(z,11)), z € II}. Em consequéncia tem-se que IT'NB(z, ) x
[0,7) s6 depende de II N B(z,3r), para todo r € R? Pela propriedade
de independéncia dos processos pontuais de Poisson obtém-se que, se x €
R%\ B(0, 67), os processos pontuais II'N B(0,7) x [0,7) e [I'N B(x,7) x [0,7)
sao independentes. A propriedade é satisfeita.

P1. Pelo Lema [3.10] tem-se:

sup rfv([r, 00)) = max{ sup riv([r, 00)), supriv([r, oo))}
r>0 re(0,1] r>1

Note-se que para o segundo termo nas chaves

sup r'v([r, 00)) < supréeAr= o)

r>1 r>1
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= cAsupr %
r>1

=cA
pois 779 ¢ decrescente. Para o primeiro termo nas chaves tem-se:
d —6
sup rv([r,00)) < cA sup r
re(0,1] re(0,1]

e a expressao na direita vai para 0 quando A — 0. Note-se também que
v([0,00)) < A (veja-se a primeira desigualdade do Lema(3.10). Assim a pro-
priedade se satisfaz para A pequeno o suficiente.

P2 e P3. Pelo Lema [3.10| obtemos: f(o 00) r?*sy(dr) < oo para todo s, dado
A pequeno o suficiente.

Quando o X é pequeno o suficiente, entdo pode-se usar o Teorema[3.2l Obtém-
se que EM?® < oo, para todo s. Pelo Lema [3.9 obtém-se que ED?® < oc.
m



Capitulo 4

Caudas

Neste capitulo vamos provar resultados sobre as caudas de alguns valores de
interesse. Em particular, a distancia de um tipico lugar até o seu centro, que
chamaremos de X e que pela invariancia pode-se definir

X =|0—¥(0)|
A distancia desde um centro até o seu ponto mais distante, vai-se chamar
de R e, pela invariancia, pode-se definir como

R(§) = ess sup,ey-1(¢)|€ — 7|
onde, se f : X — Y ¢é uma fungao mensuravel num espaco de medida
(X, F',v) a um conjunto parcialmente ordenado Y (n@o necessariamente
mensuravel), o supremo essencial de f se define como:

esssup f:=inf{la € Y : v{[z € X: f(z) > a]} = 0}.

Seja [IT*] o suporte da versao de Palm dum processo pontual ergédico
com suporte [II], lei P* e esperanca E* e seja R* = Ry.(0) o raio dum
centro tipico. Finalmente, como no capitulo anterior, seja a = oV, onde « é
constante e V' é uma seqiiéncia de v.a. com distribuicao F' e esperanca p, e
seja o a realizacao do apetite de §.

4.1 Cota critica em dimensao 1

Vai-e comecar usando o seguinte lema valido em toda dimensao:

52
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Lema 4.1. Seja = um conjunto discreto de centros sem pontos limite em R,
entao para todo ¢ € = existe d¢ tal que B(E,d¢) C ¥ (£), L-q.c.

Demonstracdo. Suponha que a afirmacao é falsa e seja & o centro com apetite
ag¢ para o qual nao se cumpre . Ent@o para todo d, a bola B(§,d) nao esta
contida em ~1(£). Em particular para § < (agﬂgl)l/d existe © € B(¢,9)
tal que = ¢ ¥ ~1(£). Entao existe um centro £ # £ tal que |¢' — x| < |£ — 7|
ex € Y 1(¢) (pela estabilidade do par (x,£) nao é possivel ter 1 (z) = 0o),
mas quando § — 0 quer dizer que & — £, uma contradigao.

]

Dado um conjunto de pontos = C R seja A(s,t] = de(s,t] ag e seja
G : R — R definida por

G(O) = 9,
G(t) — G(s) = A(s, 1] — (t — 5).

Note que para todo & € E tem-se que G({7) = G(&) = G(§7) + ag, logo a
restricio de G a 71 (£) preserva a medida em [G(£7) — G(§)].

Lema 4.2. Seja = € R um conjunto discreto de pontos e seja ) uma alocagao
estavel a = com apetite dado pela v.a. «.

e Suponha que ¢t > & satisfaz ¥(t) = £ e L(Y7H(E) N ¢, t]) = 3. Entao
G(t) =G(&) - 6.

e Suponha que s < £ satisfaz (s) = & e L(p—1(§) N[s,£]) = 7. Entao
G(t) =G(E) +-.

Demonstracao. Por simetria é suficente provar o primeiro item. A prova sera
feita em quatro casos:
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A1 Suponha que G(t) > G(§) — 5. Entao A(&,t] >t —&—F > 0, logo
existe um centro n € (§,t]. Suponha primeiro que existe um conjunto
de lugares de medida positiva s ¢ (£,t] com ¥(s) = n. Se s > t ou
n—s >t—mn, entdao (t,n) é um par instavel, uma contradi¢ao. Logo
s € [2n —t,£) para q.t. s como foi descrito, mas nesse caso (s,§) é um
par instavel, uma contradicao.

A2 Agora suponha que, nas mesmas condi¢oes do caso anterior, (A(¢,t] >
t—&— [ > 0), existe um conjunto finito de centros (n;)"_; com apetites
totais dados por A(&,t]. Ouseja B =t—E—A(E, t]. Logo, pela definigao
de G,

G(t) - GE) = At - —&) =05

Para provar que o valor de (# é correto, sé falta ver que para L-q.t
x € (&, t], x 86 pode pertencer ao territério dos centros 1y, ..., 7, ou
ao territério de & pois ja foi provado que (&, t] ndo pode ter centros
com territério de medida positiva fora do intervalo. Assim, suponha
que existe &' < & tal que x € ¥~1(¢') para algum x € (&,1], entao (z, &)
é um par instavel. Se algum centro £ > t tem territério de medida
positiva em [ entao (t,£') é um par instédvel. Por ltimo, se 1(x) = oo
para algum x € (£, t], entao (z,£) é um par instével.

A3 Suponha que G(t) < G(§) — 3. Entao A({,t] <t —&— [ (com (<
t — &), logo existe um centro n ¢ [£,t] e um conjunto de lugares com
comprimento positivo s € (£,t) com ¥(s) =n. Sen < oun—s > s—&,
entao (s,&) é um par instavel, logo n € [t,2s — &) para q.t. s. Mas
nessa situacao (t,n) é um par instavel.

A4 No caso anterior, se f = t — & entdo q.t. lugar no intervalo (&, 1]
pertence ao centro . Pelo lema [4.1]isso quer dizer que nao ha centros
no intervalo (&, ], logo A(&,t] =0, logo G(t) = G(§) — 5.

]

Lema 4.3. Seja = um conjunto discreto de centros e seja 1) uma alocagao
estavel a = onde cada centro £ € = tem apetite ¢ e estd satisfeito. Suponha
que 0 € = e que z > 0 satisfaz que G(t) < 0 para toda t € (z,2x). Entao
R(0) < z.
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Demonstragao. Seja r < x maximal tal que G(r~) = 0. Chame D = {y €
(0,7): 0 < G(y) < oy }. Considere os dois seguintes casos:

C1 Existe un lugar ¢ € D tal que ¢(t) < 0 ou 9(t) > 2z. Neste caso, como
existe um centro en 0, a estabiliadade do par (0,t¢) implica que 0 esta
satisfeito no ponto r.

C2 (D) C [0,2z]. O Lema [4.2] implica que (D) C [0,7]. Como G(r) =
G(07) = G(0), os cruzamentos pela parte superior e a inferior de [0, ay|
pela funcao G de 0 a r tem que ser iguais, quer dizer,

Y. {lGE© nag = [G(ET) VO]} = L(D). (4.1)

€€EN[0,7]

Como ja foi dito, G preserva a medida do apetite de £ no intervalo
[G(£7),G(&)]. Por isso, para todo centro & € [0, 7] temos

[G(&) Aao] = [G(E7) VO] > LID Ny ()]

e conjuntamente com a equacao (4.2), temos que a desigualdade ante-
rior deve ser igualdade. Em particular, quando £ = 0, isto prova que
R(0) <r<u.

]

Em [§] foi provado o seguinte resultado de passeios aleatérios, ele vai ser
necessario na prova do teorema que se enunciara a continuacao:

Lema 4.4. Seja {X;};>1 uma seqiiéncia de v.a. com media 0 e esperanca
0? < co. Suponha X; > —1 q.c. e chame Sy = Z§:1 X;. Defina

Ay, :={S; > 1 para todo j € 2°"71, 2%™)} . (4.2)

Entao

P (ﬂ Ag) < o™
k=1

para algum 6 < 8~ 1/3%2 ¢ O < oo.
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Teorema 4.1. Seja II um processo de renovagao estaciondrio. Seja [II*] =
{& : 7 € Z} onde (&) é uma sequéncia crescente. Entao (§;) é um passeio
aleatdrio bidirecional com &, = 0. Vamos assumir que &; — &;_; tem media
1 e variancia finita o2. Existe uma constante C' < oo que depende da lei de
§j — &;—1 tal que para todo r > 1,

P[R* > 7] < Or /1756,

Demonstragao. Seja X; =& —&;_1 —1 de modo que S; = §; — j. No evento
A,,, definido no Lematemos que & > j+1 para todo j € [M/2, M), onde
M = 2%™_ Entéao, no evento A,, temos que G(t) < 0 para todo t € [M /2, M),
logo R(0) < M/2 pelo Lema Entao

{R(0) > M/2} C ﬁ AS.

Até este ponto, s6 tem-se considerado os centros na parte positiva do eixo.
Ao considerar os eventos simétricos no eixo negativo, obtém-se

2
< Co8fm/17.6 < COM71/17.6.

(14

k=1

P*[R(0) > M/2] < P*

Dado r > 1 pode-se escolher m maximal tal que M/2 = 23"~1 < r. Como
CoM /176 < Cp=1/176 para C' adequada, obtém-se o teorema.
O

Teorema 4.2 (Cota superior critica e subcritica em dimensao 1).
Seja II um processo de Poisson com intensidade A =1ed =1. Se Ea <1

entdo E*[R*]Y/1® < oo.

Demonstragio. E direta do teorema .

4.2 Caudas explicitas

No capitulo anterior foi necessario usar resultados de Chernoff e Nagaev.
Nesta secao vao ser desenvolvidos resultados para as caudas de X, a distan-
cia dum ponto ao seu centro. Para isto sao necessarios outros dois resultados
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de Nagaev enunciados a continuagao:

Proposigao 4.1 (Corolario 1.8 em [15]). Suponha que (X;) é uma se-
quencia de v.a. iid com EX; = 0 e varidncia 02, se A7 = [ _ u’dF(u)
entao -

Proposicao 4.2 (Corolario 1.12 em [15]). Suponha que (X;) é uma
sequéncia de v.a. #d com EX; = 0, X; < M e variancia o2. Seja S, =
Yo X; entdo

P[S, > 2] < exp |x/M — (/M + no?/M?)log (Z—g + 1)} :

Para o seguinte Teorema de caudas explicitas vai-se precisar de muitos
conceitos ja definidos na primeira se¢ao do capitulo anterior, eles vao-se men-
cionar quando for preciso.

Teorema 4.3. Seja II um processo de Poisson em R? com intensidade 1 e
considere uma alocagao estavel com apetite aV'.

(i) Se V é uma v.a. com distribuicao F', média p e variancia o?. Fixe-se
a > 2%/, entdo E[X?X < oo] < oo.

(71) Seja V uma v.a. com média u e variancia o2, Fixe-se ™' > 2% e seja
V' limitada superiormente por uma constante M. FEntao existe uma
constante positiva c tal que

E* B < oo

para todo ¢ < c.
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Demonstragao. Para provar (i) seja Z a quantidade de centros em B(0,7) N
[I1] onde 7 > 0, entdo Z é Poisson com média m4r?. Agora, selecione-se um
5 € RT pequeno e quando oV < ¢ para um centro £ defina o apetite de £ igual
a 0. Assim, caso Z > d 'm;2% ¢, o infimo do territério destes centros esta
dado por m42%r¢, logo ao menos um centro & € [II]NB(0,7) tem territério fora
da bola B(0,2r). Assim, a estabilidade do par (0,&) implica que 0 pertence
ao territorio de £ ou ao territério de algum centro mais proximo a 0 do que
¢. Entao

Xs<[gl<r (4.3)

onde Xj ¢ a distancia da origem ao seu centro no modelo com apetite limitado
por baixo pela constante d (note-se que X < Xj se X < o0). Logo, usando
a mesma ideia da prova na Proposicao , da desigualdade (4.3]) tem-se:

PX;>r] <P | Y aVp <724’
| €€B(0,r)
 Z
=P | Vi<r2hla | Z> K
=1
[ k]
<P |> Vi<m2%'a'| + P[Z < K]
=1

P[Z > K]+ P[Z < K]

i )
=P |Y -V/>—v| +P[Z<K]
=1

+ 2
A )

onde V/ =V, —pparak = 0,1,.... K, K = mgr? — 1; v = m2%% 1 —
Kp = mqgrd(2%~! — p) + p. Assim, pela defini¢do de a o primeiro termo é

-1
negativo, logo v serd negativo quando r > [pu/mg(2% " — ,u)}d . A ultima
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desigualdade obtém-se ao usar o Lema e a desigualdade de Chernoff no
Lema [3.4] Assim,

P[X;>r] <cr @+ e 4 gmear

< 301r’d.

onde c3 < Tag(mar?/|mar® —1]), ¢z < 8/(e?0?) e ¢; < 4A5. Finalmente como
Xs domina pontualmente a X obtém-se o resultado.

Para provar (ii) chame de Z" a quantidade de centros em B(0,2r) N [I1%],
logo Z' — 1 ~ P(mg2¢r?). Caso Z' < M~ 'mgrd tem-se que, P-q.c. e F-q.c,
D een(oar @Ve < mare ou equivalentemente D eeBoar Ve < maria~t. Logo
existe um conjunto L C B(0,r) tal que LL > 0 e tal que dado = € L, x nao
pertence ao territério dos centros em B(0,2r) N [II*]. Assim, a estabilidade

do par (z,0) implica que o apetite de 0 foi satisfeito dentro da bola fechada
BJ0, |z|]. Entao

R* < |z| <.

Assim, usando a mesma notagao da parte (), obtém-se que

-
PR">r] <P ZaVk > Wdrd]
Lk=0

-
<P ZaVk>7rdrd‘Z’§K
L k=0
1K

<P|> W>v|+P[Z>K|
k=0

P[Z' < K|+ P[Z' > K]

< 6U/M—[U/M+((K1+1)a2/M2] 1og((mv%+1) n e_ﬂdzd,,dg(ﬂderd/K)’

- (4.4)

onde V{ = Vy—pparak=0,1,..., K; K =12+ 1; v = mgrda™' — Kp =
mard(a™t —29u) — 1 e aVj é o apetite do centro 0. A tltima desigualdade
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¢ obtida ao usar a Proposicao no primeiro termo e o Lema no se-
gundo termo com g¢(z) = [xr — 1 — log(z)]/z. Sem perdida de generalidade,
suponha-se M > (e — 1)o* ([K] + 1) /v; com M assim definida, o logaritmo
no primeiro termo da desigualdade ¢ maior que 1. Assim, continuando
com a desigualdade anterior,

P[R* > 7] < e/M-[o/M+KS?M2] | —ear

< e—deQTd/M2 +6—61Td
< e—cgrd

< 207,

onde ¢y = c3(d) > mg0?/M? e c3 = min{cy, c1 }.

4.3 Cota supercritica
Nesta secao vai-se provar o seguinte Teorema:
Teorema 4.4 (Cota superior supercritica). Seja I um processo de Pois-

son com intensidade A\ = 1 e seja V uma v.a. com variancia o? < oo. Se
EaV > 1 tem-se que EX? < co.

Para provar-o vai-se precisar de varios conceitos e resultados que se mos-
traram a continuacao:

Definigao 4.1 (Conjunto benigno). Chama-se um conjunto de centros =
de benigno se

(i) = tem uma tnica alocagao estével L-q.c.

(ii) Z tem uma tnica alocagao canénica, que vai se notar como .
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Pelos Teoremas [2.1] e a Proposicao para todo processo ergddico
IT com lei P, sabemos que [II] é um conjunto benigno P-q.c. Ainda mais,
pelas Proposigoes e , se Z ¢é benigno entdo 1)= tem todos os seus ter-
ritérios abertos, o conjunto de lugares nao reclamados aberto e ¢z é o tinico
minimizer do conjunto 1) ~!(A) na classe de alocagoes estdveis ¢ de =.

Para o conjunto de centros =;,=,,... e Z escreve-se = = Z se para
todo conjunto compacto K C RY, existe N tal que para n > N tem-se
=, N K = =N K. Para as alocagoes ¥1,1s,... e ¥ escreve-se que, P-q.c.,
¥, — 1 se para L-q.t. € R? tem-se que 9, (x) = 1(z) na compactificacio
por um ponto R? U {co}. O seguinte teorema, foi provado em [§] e vai ser
necessario mais para o frente:

Teorema 4.5 (Continuidade). Fixe-se uma realizacao do apetite oV para
cada centro. Sejam =i, =,,... e = conjuntos de centros benignos e notem-se
suas alocacoes canonicas v, = Ezn e = 1)=. Se Z, = = entdo ¥, — v,
P-q.c. Ainda mais, se 1(z) = £ € Z e z nao é equidistante a dois centros,
entao ¥, (z) — &.

Dado um conjunto benigno = C R? e um conjunto mensuravel A C R,
seja =y um conjunto aleatdrio de centros que é a uniao de =N A e um pro-
cesso de Poisson com intensidade A em R?\ A. Seja py 4 a lei de Z/y e seja
Q(L) = [-L,L)".

Definigao 4.2 (Conjunto decisivo). Dado um conjunto benigno =, diz-se
que um conjunto mensuravel A C R? é =-decisivo para um lugar z se para
todo A € (0,00) tem-se que, pix a-q.c., =4 é benigno e ¢z, (v) = Y=(z).

Segundo a defini¢ao, quando o conjunto é decisivo, ¥ (x) pode-se deter-
minar sé ao mirar ZN A. Assim, se A é II-decisivo para x, entao ¥=(z) nao
pode ser um centro fora de A.

Lema 4.5. Seja E*aV =1 e seja Il um processo de Poisson de intensidade
A > 1. Entao, P-q.c., existe L < oo tal que Q(L) é [I1]-decisivo para 0.
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Demonstragdo. Como A > 1, pelo Teorema [2.3]0 é reclamado P-q.c. e 0 nao
é equidistante de dois centros £-q.c. No complementar do evento do Lema,
para todo L existe um conjunto benigno Z; que coincide com [II] em Q(L)

tal que =, (0) # ¥y (0). Mas, pelo Teorema (4.5 tem-se que ¢, — ¥ (0),
uma contradigao.

]

Corolario 4.5.1 (Cubos decisivos). Seja EaV =1 e seja II um processo
de Poisson de intensidade A > 1. Para cada € > 0 existe M < oo tal que

EL [z € Q(M) : Q(M) nio e [I]-decisivo para x] < e(2M)%.

Demonstracao. Fixe-se ¢ > 0. Seja UL o conjunto aleatério de lugares z para
os quais Q(L) + x nao é [[I]-decisivo. Entao o processo UL é invariante por
translacoes em lei e, pelo Lema [4.5] pode-se fixar L grande o suficiente para
que tenha intensidade menor que /2. Agora, ao fixar M grande o suficiente,
entao

EL[UFNQ(M)] < (£/2)(2M)?
logo

EL[zx € Q(M) : Q(M) nao é [I1]-decisivo para z]
< (e/2)(2M)? + (2M)? — (2M — 2L)*

que é menor que £(2M )¢ quando M e grande o suficiente.
]

Lema 4.6 (Desigualdade de Chernoff). Sejam Xj, ..., X, v.a. iid e seja
S, =X1+---+ X, entao

(1)
tX;
P[S, >d] < minw-
t>0 eta
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(7)

P[S, < a] < mine™ H Ele "]

t>0

Demonstragao. Prova da parte (7):

P[S,>al =P [etsnzem}

< min
t>0 eta

onde a primeira desigualdade é obtida pela desigualdade de Chebyshev. A
prova da parte (i) segue o mesmo raciocinio:

P[S, <a]=P [e*ts” > e*t“}
< min e H E [e’tXi}

t>0

[]

Teorema 4.6. Seja II um processo de Poisson com intensidade A e seja V
uma v.a. com distribuigao F, média p = a~! (logo EaV = 1) e variancia
o?. Entao para qualquer A > 1 existe ¢ € (0,00) tal que para todo r > 0

P[X > 7] <o

Demonstragao do Teorema[4.6. Observe-se primeiro que se

existe £ € [II] N B(0,r) com £ [¥~1(£) N B(0,2r)] < aVe (4.5)
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entdo X < r. Porque se X > r, £ cobiga ao 0 e 0 deseja ao &, assim (0,€)
seria instavel. Logo

P(X >r] <P [L[T ()N B(0,2r)] = aVg para todo £ € [II] N B(0,r)] .

Assim, ¢é suficiente provar que o complementar do evento na direita da desi-
gualdade anterior tem decaimento polinomial em r. Dado A seja

A—1

A |
©T 1024

e seja M = M (A, e) como no Coroldrio 4.5.1} Note-se que € e M nao depen-
dem de 7.

Para qualquer r > 0 vao-se situar cubos disjuntos Q(M) em B(0,2r)\ B(0, ).
Para 2 € Z% define-se Q, = Q(M) + 2Mz e defina-se a v.a.

Y, =L(z € Q, : Q. nao é [II]-decisivo para x).
Seja

I=1I(r)={z€Z':Q.c B(0,2r)\ B(0,r)}
o conjunto indice dos cubos que estao completamente dentro da casca e seja

S = S(r) = [B(0,2r)\ B0, \ | J Q-

zel

o complementar na casca. Observe-se que si r é grande o suficiente entao

LS < emgr?, (4.6)
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onde 74 é o volume da bola de raio 1 em d dimensoes. Considerem-se também
0s seguintes eventos:

E = Z aVe > (N —e)mar® 3 ;
£eB(0,r)

G = {ZYZ < 452d7rdrd} )
zel

Agora, suponha-se que F e GG ocorrem, entao

Llz € B(0,2r) : U(z) € BO,r)] <> Y.+ mgr? + LS
zel
< (462 + 1 + )mgr?

logo se cumpre o evento descrito em Assim, é suficiente estudar as
caudas de P[EC] e P[G®] para concluir que o decaimento de X serd ao
menos aquele da cauda mais pesada entre os dois eventos. Para G¢ note-
se que, pelo Corolario , as v.a. (Y)).er sao idd com média menor que
e(2M)?. Assim, obtém-se que

(#1)(2M)? < 12% % < 2- 2% gr?
logo

zel

E (Z Y> < (#I)e(2M)? < 22841,
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Ainda mais, cada v.a. Y, estd limitada por (2M)?. Assim, ao aplicar a de-
sigualdade de Chernoff (Lema [4.6), obtém-se que P(G®) tem decaimento

exponencial em 7.

Seja V) =V, —pparak=1,..., K, K = Atgr® — 1 e onde cada Vj tem a
mesma distribuicdo de V. Seja v = (A — &)mgria™ — Ky = a Hmgrd(A —
e — 1) — 1] porque a média de V é a~!. Finalmente, seja N uma v.a. com

distribuicao de Poisson e intensidade Amgr?. Assim,
P[EC}ZP > Vi< (A—e)mgrta
SEB (0,r)
—P Zv< —&)mgrla N > K| PN > K]+ P[N < K]

LKJ
<P ZV< (A —&)mgra™ | P[N > K]+ P[N < K]

LK)
<P |) -V/>-v| +P[N<K]

Pela desigualdade de Chernoff (3.5) no Lema obtém-se para o segundo
termo na tultima desigualdade que

P[N < K] S e—)\Trdrdg(/\ﬂdrd/K)

d

<eerr (4.7)

para alguma constante ¢; > 0. E para o primeiro termo, usando o resultado
de Nagaev na Proposicao [4.1},

LK]

+ Q2
Z—Vi’z—v §4LKU#+exp{Li} (4.8)
i=1
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e (4.9)

Logo de (4.7) e (4.8) obtém-se:

P [EC} < egr 4 e~z + e
< c4r_d.
]

Demonstragio do Teorema[f.4 Ao re-escalar R? o resultado requerido é equi-
valente a mesma declaracao com EalV =1e A > 1, logo o resultado segue-se
do Teorema [4.6

]

4.4 Cota subcritica

Nesta secao vai se provar o seguinte Teorema

Teorema 4.7. Seja II um processo de Poisson com intesidade A = 1. Seja
[ € RT e seja V uma v.a. positiva tal que V < [, F-q.c. Chamem-se p e
0% a média e a variancia de V, respectivamente. Entao quando EaV < 1

(1 < a™t) tem-se que E*(R*)? < 0.

Vao se precisar os seguintes conceitos e resultados para prova-lo:

Dado um conjunto benigno de centros = tal como foi definido na pagina
e um conjunto mensuravel A C R? seja =/, um conjunto aleatério de
centros que é a uniao de =N A e um processo de Poisson com intensidade A

em R\ A. Seja iy a lei de 2.

Definigao 4.3 (Conjunto cheio). Dado um conjunto benigno =, diz-se que
um conjunto mensurdvel A C R? é Z-cheio para um lugar x se para todo

A € (0,00) tem-se que, fiy 4-q.C., =4 é benigno e L <1/Jgi &n A) = 1.
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Em palavras, A é =-cheio para £ quando ¢ fica satisfeito dentro do con-
junto A, independente do que aconteca em A°.

Lema 4.7. Suponha que, P-q.c., =, = = e ¥, — ¥ como no Teorema [4.5]
Se existe um conjunto A de volume positivo tal que todo z € A deseja ao
¢ quando a funcgao de alocacao é v, entao para n grande o suficiente & esta
satisfeito para a funcao de alocacao v, e

limsup Ry, (§) < ess inf,calz — | < o0

n—oo

Demonstracao. Como o conjunto A tem medida de Lebesgue positiva, o Te-
orema implica que existe z € A tal que ¥, (z) — 1(z). Logo, para n
grande o suficiente, z deseja ao £ quando a funcao de alocagao é ¢,,. Como
a alocagao € estavel, £ nao cobica ao z, logo obtém-se o resultado.

m

Lema 4.8. Seja EaV =1 e seja II um processo de Poisson com intensidade
A < 1. Seja G o evento tal que para todo £ € [II] existe L < oo para o qual
¢+ Q(L) ¢é [II]-cheio para . Entao P(G) = 1.

Demonstracio. Em G¢ existe um centro £ € [II] tal que para todo L existe
um conjunto benigno de centros = que coincide com [II] em £ + Q(L) e que
satisfaz

LYz, N(E+QL)) <1 (4.10)

para todo L. Suponha-se P(GY) > 0 e seja ¢, = 1y,. Como = = [II], o
Teorema implica que 7, — ¥y, P-q.c. Ainda mais, o Lema @ aplica
para & (pelo Teorema , logo, P-q.c., para L grande o suficiente, £ esta
satisfeito em cada 1y, e os raios Ry, (£) sao limitados quando L — oo o qual

contradiz [4.10, Logo P(G%) = 0.
[
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Corolario 4.7.1. Seja EaV = 1 e seja II um processo de Poisson com
intensidade A\ < 1. Para qualquer € > 0 existe M tal que

E# {¢ € [ NQ(M) : Q(M) nao é [II]-cheio para £} < (2M)%.

Demonstragio. Para A C R? seja ITIF(A) o nimero de € € [[I] N A tais que
¢ 4+ Q(L) nao é [I]-cheio para £&. O Lema e o teorema de convergéncia
monétona implicam que EITX(Q(1)) — 0 quando L — oco. Logo pode-se
escolher um L < oo de modo que o processo pontual II* invariante por
translagoes tem intensidade menor que £/2. Veja-se que para M > L e
EelNQ(M — L), se Q(M) nao é [I]- cheio para &, entao £ € [[1*]. Logo

E#{¢ € [ N Q(M) nao é []-cheio para &}
< (g/2)(2M —2L)* + (2M)* — (2M — 2L)"

e o tiltimo termo é menor que £(2M)? para M grande o suficiente.
O

Teorema 4.8. Seja [ € R' e seja V uma v.a. positiva tal que V' < [,
g.c. Chamem-se p e 0% a média e a variancia de V, respectivamente. Seja
EaV =1 (logo 1 = a™!) e seja IT um processo de Poisson de intensidade
A < 1. Entao existe ¢ > 0 tal que para todo r > 0

Plexiste ¢ € [I1] N B(0, 1) tal que R(&) > r] < er .
Demonstracao. Fixe-se A < 1 e note-se que se
existe y € B(0,7) com V(y) ¢ B(0,2r + 1) (4.11)

entdo R(§) < r+ 1 para todo & € [II] N B(0,1). Em um outro caso teria-se
que ly =& <r+1lely—¥Y(y) >r+1eassim (y,§) seria instavel. Logo
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¢ suficiente estudar a cauda na probabilidade do evento enunciado em [4.11}
Seja e = (1—X)/(10-29) e seja M = M (), &) como no Coroldrio [4.7.1, Note-

se que € e M nao dependem de r.

Agora para todo r > 0 vao-se situar copias disjuntas do cubo Q(M ) na casca
B(0,2r +1)\ B(0,r). Para z € Z¢ seja Q, = Q(M) +2Mz e defina-se a v.a.

W, = Z Ve + ), ndo é [I1]-cheio para &
€ell]NQ:
Seja

I=I0r)=#{z€Z:Q.cC B(0,2r+1)\ B(0,r)}
o conjunto indicador dos cubos que estao contidos na bola, e seja

S =8(r)=[B(0,2r + 1)\ B(0,r)]\ | @- (4.12)

zel

a parte restante da casca. Considerem-se os seguintes eventos:

E={ Y Ve<(A+e)mar”
£eB(0,r)
F = {ZV& < €7Td7"d}
€es
= {Z W, < 452d7rdrd} .
zel

Em E tem-se que

L{y € BO,r) 1 v(y) ¢ BO,r)} >ar®— Y Ve

£eB(0,r)
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> mqr® — (A + ) mart

> 982d7rdrd,
onde a terca desigualdade obtém-se pela escolha de . Em F' tem-se:

L{y € B(0,r): ¢(y) € S} < ZVg < emgr®
ces

e em (G, pela definicao de conjunto cheio, tem-se

L{y € B(0,7) : ¥(y) € U,e1Q.} < Z W, < 4e2%m e,

zel
Como B(0,2r +1) = SUB(0,7) Ul,c; Q- tem-se em ENF NG que

L{y € B(0,7) : (y) ¢ B(0,2r + 1)} > (9e2? — 42¢ — £)LB(0,7) > 0,
logo quando E, F' e G ocorrem, o evento em (|4.11]) também ocorre. Assim,
é suficiente estudar o decaimento em P[E°], P[F°] e P[G]. Vai-se analisar
primeiro o decaimento de G¢. Note-se que

(#D(2M)* > mg(2r + 1) < 2 2470 (4.13)

logo

zel

E (Z WZ) < (#De(2M)? < 2e2%m 1.

Ainda mais, tem-se que W, <> .., Ve <IN, onde N ~ P(AQ.). Logo pela
desigualdade de Chernoff (Lema, P[G®] tem decaimento exponencial em
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re.

Vai-se analisar agora a cauda na distribuicao de P[E°]. Seja N’ ~ P(Amgrd).
Seja V! =V; — p; v = (A +&)mgr? — Kp onde K = [Amgr?]

P[EC]:P > Ve (At e)mar

| €€B(0,r)

.

=P |) Viz (M temIN< K

Li=1

<P|Y Vizv

L i=1

P[N' < K] +P[N' > K]

+P[N' > K].

O segundo termo, pela desigualdade de Chernoff no Lema [3.4] esta limitado
por e*C”d, onde ¢; = ¢1(A,d) > 0. O primeiro termo, pela Proposigao ,
pode-se limitar assim:

CAIK1AL 8?2
- w? P [Ke20?

K
D Viz
i=1

_ _ d
< cor~d 4 T,
Logo obtém-se que P[EY] decresce com cauda polinomial em r~¢. Uma
andlise idéntica mostrara que P[F“] tem o mesmo decrescimento o qual prova
0 teorema.

]

Demonstragio do Teorema[/.7. Primeiro note-se que ao re-escalar R? ¢ su-
ficiente provar a declaracao para EaV =1 e A < 1. Seja Y o nimero de
centros £ em [II] N B(0,1) tais que R({) > r. Entao por propriedade do
processo de Palm tem-se que EY = /\7TdP*[R* > r]. Logo é suficiente provar
que EY tem decaimento polinomial em 7¢. Seja u = r?/2. Note-se que

EY =E[Y;0<Y <u]+E[Y;Y > 4]
< uPlY > 0] + E[II(B(0,1)); II(B(0,1)) > ul.
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Pelo Teorema tem-se que P[Y > 0] estd limitado por Cr~%¢. O segundo
termo esta limitado por E(TI(B(0,1))?)/u. Logo os dois termos tém decai-

mento polinomial em 7% o qual implica que EY tem decaimento polinomial

em 7%,

]
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