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Capitulo 1

Introduccion

Los disenos experimentales juegan un papel importante en muchas areas, una de
ellas, la agronomia, ha sido en gran parte la forjadora de su desarrollo. En ella
nacieron los disenos de experimentos como disciplina con Sir Ronald Fisher en
la tercera década del siglo XX y en ella, en particular, nacieron disenos como los

experimentos en franjas y experimentos en parcelas divididas.

Dada la utilidad que reviste a los experimentos en franjas y en parcelas divididas
en la agricultura y otras areas como la medicina y los procesos industriales, es
de interés el desarrollo de hipdtesis sobre la igualdad de las medias en los efectos

para el caso de experimentos de franjas en parcelas divididas (que se abreviara con
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FPD).

Gomez y Gomez [4] describen este disefio como una extensién de los experimentos
en franjas en los cuales la parcela de interseccién se divide en subparcelas con el
fin de acomodar un tercer factor. Los disenos de FPD tienen dos caracteristicas

esenciales:

La primera caracteristica es que tienen cuatro tamanos en las parcelas: la franja
vertical, la franja horizontal, la parcela de interseccion y la subparcela. La segunda
caracteristica es que hay cuatro niveles de precision con los cuales se miden los
efectos: el nivel en cada franja (el menos preciso de los cuatro), la interseccién de
las franjas, el factor en las subparcelas y por tltimo la interaccién del efecto en la

subparcela con el resto de los factores que es, a todas luces el mas preciso.

Lo que esto dice es, precisamente, que la importancia de los disenos de FPD se
hace latente cuando se quiere revisar con alto grado de precisién un factor y su
interaccion con otros dos factores, aun cuando algo se esté sacrificando con estos

ultimos.

Como ya se dijo, los disenos en parcelas divididas y los experimentos en franjas
nacieron en la agricultura y el desarrollo que han tenido se debe, en gran parte, a

la importancia que han adquirido en otras areas. Sin embargo, el diseno de FPD,
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aunque con el mismo origen y mucha utilizacién en agricultura, no ha tenido igual
desarrollo en su componente matematica. La muy poca literatura al respecto se
limita a la utilizacién del diseno (usualmente solo considerando el modelo para

efectos fijos), mas no a la matematica subyacente al modelo.

Por ejemplo, Montgomery define los disefios de FPD (strip-split-plots) simple-
mente como experimentos en franjas (strip blocks), pero no profundiza en ellos
([8]). Aunque los experimentos de FPD son mas conocidos en la descripcién dada
por Gomez y Gomez [4]. Esta “falta de interés” por parte de Montgomery es en-
tendible, dado el obvio enfoque de su trabajo y su investigacion a experimentos
industriales y teniendo en cuenta que la mayoria de aplicaciones de este diseno

provienen de la agricultura.

Otros autores como Cochran y Cox mencionan los experimentos en parcelas di-
vididas y los experimentos en franjas, pero no tocan los disenios de FPD ([3]).
De la misma forma hace Kuehl, aunque abre la posibilidad a un tercer factor
en experimentos de subsubparcelas ([6]). McIntosh presenta andlisis para varios
experimentos combinados pero tampoco toca el tema en cuestion ([7]). Saavedra
trabaja experimentos combinados en el caso especifico de parcelas divididas y lle-
ga a trabajar con efectos en subsubparcelas, pero no trata los experimentos de

FPD ([12]).



CAPITULO 1. INTRODUCCION 4

En este trabajo se realiza el desarrollo tedrico que culmina con la construccion de
las pruebas F' cuando los efectos son fijos, aleatorios y mixtos, y las estimaciones de
las varianzas para algunas pruebas sobre contrastes en los casos en que el modelo
es todo de efectos fijos y todo de efectos aleatorios. Esto incluye el desarrollo de
una estructura adecuada de las esperanzas de los cuadrados medios y el ajuste
de los grados de libertad que permita ajustar las pruebas F'y las pruebas sobre
contrastes —como la t— cuando los efectos son fijos, o la misma t? o F con un

grado de libertad cuando los efectos son aleatorios.

El soporte tedrico del trabajo viene dado por Searle ([I4], [15]) en lo que a la
estructura de los valores esperados de los cuadrados medios se refiere, también
se tendrdn en cuenta dos formas de estimacién de los grados de libertad (una de
ellas clésica y otra un poco mas reciente) y se implementard un algoritmo que

permitira expresar las matrices como productos directos o Kronecker.

En el primer capitulo se hard un breve resumen de algunos conceptos ttiles, como
las distribuciones concernientes al modelo, la aproximacién de los grados de liber-
tad y unos algoritmos que permitiran estimar las sumas de cuadrados y las varian-
zas del modelo como productos directos. En el segundo capitulo se hablara acerca
del modelo FPD y se dardn sus varianzas en la forma de productos Kronecker.

En el tercer capitulo se mostraran las sumas de cuadrados, de la manera “usual”
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y por productos directos. En el cuarto capitulo se determinaran las esperanzas
de los cuadrados medios que seran vitales en la estructuracién de las pruebas F
(capitulo cinco) y las estimaciones de las varianzas de los contrastes (capitulo seis).
Para cerrar, se dara un ejemplo muy breve —sobre todo, teniendo en cuenta que
el resto del trabajo ya es suficientemente extenso— y se culminara con algunas

conclusiones y recomendaciones.



Capitulo 2

Marco teorico

El objetivo de este primer capitulo es presentar una revision de la li-teratura
pertinente a este trabajo. Aqui se revisaran los siguientes temas, constituyentes

de cada una de las secciones en que se dividira el capitulo:

Lo primero es una revisién acerca de las formas cuadraticas y algunas distribu-
ciones relevantes como la normal, la ji-cuadrado, la distribucién de Fisher y la
t-student. A continuacion se hard una breve explicacién sobre los modelos mixtos
y se presentara también un algoritmo para expresar las sumas de cuadrados y las
matrices de covarianzas como productos directos. Mas adelante se mostrara una
manera sencilla de obtener las esperanzas de los cuadrados medios, prosiguiendo
con una explicacion de la estimacion de los grados de libertad para que los es-

timadores complejos de varianza se aproximen a distribuciones ji-cuadrado. Por
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ultimo se verd un lema sencillo acerca de cuantas posibles combinaciones de mo-

delos mixtos hay, una vez se ha determinado el experimento a seguir.

2.1. Distribuciones y formas cuadraticas

Debido a que en este contexto van a ser importantes distribuciones como la normal,
la ji-cuadrado, la F' y la ¢, en esta seccion se hard un repaso de tales distribuciones

y algunos resultados 1tiles en formas cuadraticas. Para esto se utilizara [14].

Definicién 2.1 (Forma cuadratica). Dada una matriz cuadrada A de tamano n

y un vector  de tamano n se dice que
/
' Ax

es una forma cuadréatica.

Las formas cuadraticas son casos particulares de las formas bilineales que vie-

nen dadas por '’ Ay, donde y es un n-vector.

Definicién 2.2 (Definida Positiva). Una forma cuadratica @’ Az se dice definida

positiva si es positiva para todo @, excepto para = 0.
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Una forma més débil de la definicién anterior es que si &’ Ax > 0 para todo x # 0,

se dice que la forma cuadratica @’ Ax es semidefinida positiva.

Definicién 2.3 (Normal multivariada). Cuando las variables aleatorias del vector
x' = [r1 29 ... x,] tienen distribucién normal multivariada con vector de medias
p y matriz de varianzas y covarianzas V', se nota @ ~ N(u, V). Cuando V es

definida positiva, la funcién de densidad normal viene dada por
e 3@V (z—p)

flry, ... xy) = (2%)%|V|%

Definicién 2.4 (Distribucién y?). Cuando @, es N(0,I), entonces x’x tiene

distribucién y? central con n grados de libertad.

Cuando x,, es N(p, I), con p # 0 entonces Y i, 27 tiene distribucién x* no cen-

tral con n grados de libertad y parametro de no centralidad A = % w .

Definicién 2.5 (Distribucién F). Sean u; ~ x2 y us ~ x2, dos variables
aleatorias independientes, entonces

Ut/ M1
v — w/m ~ Flny o)

UQ/TLQ
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es decir, v se distribuye F' con ny y no grados de libertad.

. . . 2 2
De la misma manera que con la ji-cuadrado si u; ~ x*(n1,A) y ug ~ x;, son dos
variables aleatorias independientes, se tiene que

_ ul/nl
UQ/TLQ

~ F(nl,ng,)\)

es decir, v se distribuye F' con parametro de no centralidad .

Definicién 2.6 (Distribucién t). Cuando x ~ N(0,1) y u ~ x2, con u inde-
pendiente de x, entonces

z=ux/y/Ju/n~t,

es decir, z tiene distribuciéon ¢ con n grados de libertad.

De la misma forma que en los casos anteriores, si  ~ N(u, 1) e independiente-
mente u ~ x2, entonces x/+/u/n tiene distribucion t no central, con pardmetro

de no centralidad p.

Teorema 2.1. Cuando x se distribuye N(u, V') entonces

’ L,
' Aw ~ \’[r(A), 51 Al

sty sélo si AV es idempotente, con r(A) el rango de A.
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La demostracién del teorema anterior puede encontrarse en [14], en las péginas

27-58.

2.2. Modelos mixtos

Dado el fuerte uso que se va a tener de los modelos mixtos en este trabajo se
hara una revision tedrica de algunos aspectos relevantes, teniendo como guia a
Moser y Sawyer ([9]) y a Robles ([10]); también sera ttil introducir algunos con-

ceptos dados por Searle, Casella y McCullock ([15]).

Definicién 2.7 (Componentes de varianza). Se llaman componentes de varianza

a las distintas varianzas cuya suma conforma la varianza de una observacion.

Definicién 2.8 (Datos balanceados). Aunque no existe una definicién estan-dar
de datos balanceados, se puede decir que un conjunto de datos es balanceado

cuando dentro de cada factor hay igual niimero de observaciones.

Definicién 2.9 (Disenio completo). Un disenio es completo cuando cada bloque,

franja o parcela contiene todos los tratamientos.

Definicién 2.10 (Modelo mixto). Supéngase que el vector aleatorio Y tiene un

vector de medias g y una matriz de covarianzas Y definida positiva. Cuando se
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esta considerando un experimento con efectos fijos y aleatorios, el modelo mixto
esta dado por

Y=XB8+Zv+e

donde X y Z son matrices de diseno conocidas, B8 es un vector de efectos fijos
desconocidos, v es un vector de efectos aleatorios desconocidos e independientes
entre si y de los demas efectos del modelo, tales que para cada efecto v en el
vector v, v ~ N(0, 03), y e es un vector de errores aleatorios (e independietes de

los factores) con distribucién N (0, o21).

Lema 2.1. p=Xg3. X =ZV(y)Z' +0o2I.

Demostracion.
p=EY)=EXB+Zv+e)
= FE(XpB)+ E(Zv)+ E(e)
= X3
puesto que los efectos B son fijos y pueden considerarse constantes. Por esta razén

también X 3 es constante, por lo cual tiene varianza nula, luego la varianza de Y

viene dada por:

Y=V(Zv+e)
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Y =V(Zv) + V(e)

=ZV(y)Z' + oI

donde V() es la matriz de covarianzas de «. La particién de la varianza de la
suma en suma de las varianzas en la segunda igualdad se da por la independencia
de los errores con los efectos del modelo; de otra forma, habria algo explicado por

los errores que los efectos no estan explicando. O]

Es claro de la definicién (2.10) que cuando el modelo solo posee efectos fijos, el
vector v es un 0-vector; de manera andloga, cuando el modelo solo posee efectos

aleatorios, el vector B es un 0-vector.

2.3. Productos Kronecker

Los productos directos o productos Kronecker son ttiles para expresar las sumas
de cuadrados y las matrices de covarianza en disenos balanceados completos. Una
introduccién a este tema puede encontrarse en [11] (pero téngase en cuenta que la
suma de cuadrados del error en la pdgina 198 no es la correcta). En esta seccién

se presentard el algoritmo propuesto en [9] para tal fin.
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2.3.1. Algoritmo para matrices de covarianza

Este algoritmo es un conjunto de reglas que puede usarse para construir de manera
sencilla la matriz de varianzas y covarinzas en un modelo mixto. El modelo lo

puede suponerse como en la definicién (2.10]) y las reglas son las siguientes:

Regla ¥1 Haga una lista de todos los factores e interacciones aleatorias, una
varianza en cada fila. Haga dos encabezados de columna para cada término
en el producto Kronecker, asignando al primer encabezado las letras de los
factores y al segundo el niimero de niveles de los factores que se denotaran

por d.

Regla 32 Compare las letras de los factores en el encabezado de la columna
con cada letra en el subindice de la varianza. Use las siguientes reglas para

determinar la matriz apropiada:

Regla >2.1 Si la letra en el encabezado de la columna no coincide con ningin
subindice en la varianza, coloque J4 en el producto Kronecker, donde J; es

una matriz cuadrada de unos de tamaro d.

Regla ¥2.2 Coloque I en otro caso.
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La matriz de covarianzas ¥ se construye sumando cada fila de productos directos.

El siguiente ejemplo ayudara a entender este algoritmo:

Ejemplo 2.1. Suponga un modelo de dos vias con interacciéon en el cual un
efecto A es fijo y tiene a niveles, un efecto B es aleatorio y tiene b niveles y en
cada combinacién de los niveles A y B hay n réplicas aleatorias de observaciones,

entonces se tiene la siguiente tabla:

Factor: A B R

Nivel d= «a b n

0% Jo Iy J,
0'1243 Ia Ib Jn
0% AR I, I, I,

Asi, haciendo productos directos en las matrices dentro de cada fila y sumando

las filas, se obtiene:
Y =03[J, @I, ® J,)+
aplle® Iy @ Jo]+
U?%:AB[IG ® I, ® 1,]

Nétese que 0%[J, @ Iy @ J,] es igual a 0521 Z1; que 0551, ® I, ® J,] es igual

a 045222y y que 05451, @ I, @I, es igual a 021, con Z = (Zy Z,), donde
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Zy y Z, son particiones apropiadas de la matriz Z para v = [B ABI|.

2.3.2. Algoritmo para matrices de sumas de cuadrados

El algoritmo a continuacion puede aplicarse a cualquier modelo balanceado y
completo. Suponga que Y’A,, Y representa las sumas de cuadrados de interés,
donde m = 1,2,...,s. El algoritmo que determina las sumas de cuadrados como

productos Kronecker esta conformado por el siguiente conjunto de reglas:

Regla A1 Construya dos encabezados de fila donde al primero asigne las letras
de los factores e interacciones en el modelo y al segundo asigne las matrices
A,, asociadas con los factores e interacciones. Construya también dos enca-
bezados de columnas donde el primero es la letra del factor y el segundo es

el numero de niveles d en el factor.

Regla A2 Compare las letras del factor en el primer encabezado de las filas con
las letras del factor en el primer encabezado de las columnas. Determine el

método apropiado para el producto Kronecker como sigue:

Regla A2.1 Si una letra del factor en la fila no coincide con la letra del factor

en la columna, coloque d~'J4 en el producto Kronecker. En particular, la
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media general no coincidirda con ningun factor que encabece las columnas,

por lo que el producto Kronecker para A; tendra sélo términos de la forma

d_le.

Regla A2.2 Si la letra de un factor no anidado en el encabezado de las filas
coincide con la letra del factor en la columna, coloque (I — d~1Jy) en el

producto Kronecker.

Regla A2.3 Coloque I, en otro caso.

Como en el caso anterior, un ejemplo hara mas claro el algoritmo:

Ejemplo 2.2. Suponga un modelo como en el ejemplo anterior. Entonces la
si-guiente es la tabla que muestra los productos directos que haran parte de las

sumas de cuadrados:

Factor  Factor: A B R
nivel d = a b n
Media A, alJ, . n~tJ,
A A, (I,—a 'J,) b1 J, n~tJ,
B Az atd, (I, —b7'Jy) ntJ,
AB Ay (I,—a'J,) (I,—b"1dy) n=tJ,

R:AB A; I, I, (I, — n~'J,)
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Cada A,, viene dada por el producto directo de las matrices en la fila correspon-

diente en la tabla, y la suma de cuadrados de cada uno de los s factores en el

encabezado de las filases Y’A, Y.

2.4. Esperanzas de cuadrados medios

El cuadrado medio de cada factor en el modelo no es otra cosa que la suma de
cuadrados del factor sobre sus grados de libertad. El calculo de los valores espera-
dos de los cuadrados medios de los factores en el modelo es de suma importancia
para estructurar las pruebas F y ver si es necesario hacer algin ajuste en los
grados de libertad de forma tal que la distribucion de dichos cuadrados medios
se aproxime a una 2 con grados de libertad iguales a los del factor. Por eso esta
parte requiere especial atencion, pues de ella dependera el correcto desarrollo de
las pruebas de hipotesis sobre la igualdad de las medias. Se tomara como base el
ya bien conocido trabajo de Searle en modelos lineales ([14] y [15], en particular)

que se describird a continuacion.

Tal vez la forma mas adecuada de explicarlo sea mediante un ejemplo. Para tal
fin se considerara un modelo de dos vias con interaccién, como el supuesto en los

ejemplos anteriores, donde A tiene a niveles y B tiene b niveles, para un total de
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nab unidades experimentales. Por ahora no se necesita suponer nada acerca de si
los efectos son fijos o aleatorios. Entonces la suma de cuadrados de A y B, por

ejemplo, viene dada por:
SCA=tnY (7. —7.)"

=1

b
SCB=an) (¥, —7.)%
j=1

pero esto es igual a
SCA=btn) (Ai—A +AB, —AB +¢&. —¢.),

i=1

b
SCB=an) (B;—B.+AB;—-AB. +e; —¢.)"

J=1

Teniendo en cuenta que

E(e; ) = o¢/bn,

2..

E(e}) = o;/an,

E@)=o;

e’
entonces

E(e;. —¢.)* =0’/abn,

E(e; —e.)* =o%/abn.
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Lo anterior se obtiene porque los términos del error siempre tienen media 0 y
varianza o2. Méas aun, el valor esperado del producto de los errores con cualquier
factor —o con la interaccién— siempre es cero (Si los efectos son fijos, el producto
tiene esperanza cero porque E(e;;;,) = 0; si los factores son aleatorios, el producto
también tendra media cero por la independencia de los errores con los factores).
Asi pues, tomando los valores esperados y dividiendo por los grados de libertad

para convertir estas expresiones en cuadrados medios, se tiene que:

Si los efectos son fijos, se toman como constantes y simplemente se omiten las
E a la derecha de los iguales en las anteriores ecuaciones, pues el valor esperado
de una constante es la misma constante. Si un efecto es aleatorio, entonces toda
interaccion de la que tal efecto haga parte también sera aleatoria. Cuando los
efectos sean aleatorios, dada la mutua independencia entre efectos (véase la defi-
nicién , se tendra que la suma de los cuadrados se puede partir nuevamente

en dos sumas de cuadrados, pues E(A;(AB);;) = 0. En el ejemplo, si A o B son
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aleatorios, se tienen entonces, en realidad, tres sumas de cuadrados.

2.5. Aproximacién de los grados de libertad

Es muy conocido Franklin Satterthwaite en el medio de la Estadistica por su tra-
bajo de hace ya mas de medio siglo estimando los grados de libertad necesarios
para hacer que la distribucién de un cuadrado medio se aproxime a una 2 con
los grados de libertad estimados [I3]. A principios de la ultima década del si-
glo pasado Ames y Webster [I] desarrollaron una nueva aproximaciéon que es, en
realidad, como dice Saavedra [12], una correcién a la propuesta por Satterthwai-
te. Esta secciéon hace un repaso de los dos métodos propuestos empezando por

Satterthwaite.

2.5.1. Estimador de Satterthwaite

La estimacion de f,

Definicién 2.11 (Estimacién compleja). Se dice que una varianza estimada es

compleja si tal estimaciéon es una funcién lineal de cuadrados medios independien-
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tes.

Muchos problemas solo requieren un cuadrado medio para llevar a cabo la esti-
macién de las varianzas involucradas en el modelo (como siempre o casi siempre
ocurre cuando los efectos son fijos en un modelo balanceado y completo). Sin em-
bargo, cuando las varianzas estimadas son estimaciones complejas, los cuadrados
medios no se distribuyen 2. Por lo tanto, se hace necesaria una aproximacién
para que la distribucion del cociente de cuadrados medios se aproxime también a
una distribucion F'y los casos particulares de diferencia significativa de medias a

una distribucion t o Tukey, por citar dos de ellas.

Como una aproximacién a la distribucién exacta, Satterthwaite propone una dis-
tribucion ji-cuadrado en la cual el nimero de grados de libertad se escoge de
manera que produzca un buen acuerdo entre las dos distribuciones. Esto, segin
Satterthwaite, se logra cuando la ji-cuadrado aproximada tenga una varianza igual

a aquella en la distribucién exacta.

Asi, un modelo lineal con componentes de varianza 6,,...,6,, y sus respecti-
vos cuadrados medios independientes S, ...,S% con n; grados de libertad, i =

1,...,m, y estimacién compleja de varianza

i=1
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de la cantidad

m
0=> ab
i=1
con a; > 0 constante, tiene el siguiente niimero aproximado de grados de libertad:

(271@192)2
> i (@ibh)? /ng’

f=E0)/V(0) = (2.1)

donde f se obtiene debido a que
U; = nz‘S?/@i ~ Xfw

razén por la cual § es una combinacién lineal de ji-cuadrados, comportdndose ella
misma, por lo tanto, como una ji-cuadrado. De manera que, igualando los dos
primeros momentos de U = f0~/ 0, es posible aproximar la distribucién de U por

X?, teniendo entonces que

(s
I = S 5T

(2.2)

donde el subindice s es solamente para aclarar que este es el estimador propuesto

por Satterthwaite.

Problemas de f,

La idea para justificar f, en la subseccién anterior viene de Ames y Webster ([I],

pero obsérvése con atencién la ecuacion 2.5 en la pagina 45, pues esta tampoco es



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 23

la apropiada). Ellos opinan, con razén, que el estimador de f es inestable a causa
del denominador porque cada estimador de la varianza en él se eleva al cuadrado
primero y después se suma y, como en el numerador las cosas son al contrario que
en el denominador (se suman las estimaciones y el total se eleva al cuadrado),
fs puede verse afectado. Atn mas, si se subestiman los componentes de varianza,
se puede correr el riesgo de sobreestimar los grados de libertad, situacion que en
un analisis juicioso no se quiere. Por esta razon proponen el estimador que se

explicara a continuacion para f.

2.5.2. Estimador de Ames y Webster

Cuando los grados de libertad aproximados son funcion de dos componentes de
varianza es posible hacer una correccion al estimador f, de la siguiente manera:

sea o1 =1, b =1y ¢y =05/01, by = ay/ay, entonces

(i)’ (S 0i:)

i E?:l(aiei)z/ni B Z?:l(bi¢i)2/ni

(2.3)

y las mismas observaciones que se hicieron acerca de f con 6; pueden hacerse
en términos de ¢;. Ahora, considerando la clase de estimadores de ¢, definida

por ¢o = 1S3/S% donde r es un escalar constante, se puede introducir un nuevo
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estimador para f que se notara f,.,:

o) (i i)’
Jaw(r) STRA (2.4)

Nétese que fau(1) = fo v que min(ny,ng) < f(r) < (nq + ng). De forma que el

valor r puede ahora variarse para dar al estimador diferentes propiedades.

El cuadrado medio de los errores de 1/ by es:
2n3(ny + ny — 2) N n2 | .
r2ny(ne — 2)%(ng — 4) r(ng — 2) 2

de donde, derivando, igualando a 0 y resolviendo para r, se encuentra que

= 2 [Q(nl =2, 1] (2.5)

S ng—2| ni(ng—4)

minimiza el error cuadratico medio de 1/ (52. También se tiene que r* > 1 y que

faw(r*> < fs

El estimador faw es una buena correccion del estimador fs, pero Ames y Webster
solo lo desarrollaron para grados de libertad que son funcién de dos componentes
de varianza. Ademads, como en cada caso existen dos estimaciones de los grados
de libertad (usando faw), cuando ambas estimaciones sean menores que fs se
recomienda usar la mas grande de las dos ya que la méas pequena usualmente

tiene sesgo negativo ([1]).



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 25

2.6. Sobre la cantidad de modelos

Para terminar este capitulo se enunciard un lema sencillo cuya demostracion es

directa.

Lema 2.2. En un modelo con m efectos en el que n de ellos (n < m) pueden

n

t) variaciones que pueden Ser

ser trabajados como aleatorios o fijos existen Y (

utilizadas para el modelo en cuestion.



Capitulo 3

El Modelo

Como ya se dijo, los disenos de FPD son una extension de los disenos en franjas.
Incluso en el modelo de los disenos FPD puede verse que la estructura hasta el
error de la interaccion AB es exactamente la correspondiente a la de un expe-
rimento en franjas. El facor C' (el factor en la subparcela en la interseccién de
AB), sigue a continuacién del error de la interaccién de los factores en las fran-
jas proporcionando de esta forma la estructura del modelo de un experimento

FPD. El diseno se va a tomar en bloques completos al azar, donde cada bloque

26
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estard determinado por la letra R. El modelo correspondiente es el siguiente:

Yhije = M + Rh + Al + €Ay, + Bj + eth + ABZ] + GABM].
(3.1)

+ Cy + ACy, + BCjp + ABCyji + €ABCRy, ;1

conh=12,....ri=12,...,a j=1,2,..., k=1,2,...,¢, donde

Ynijr €s la variable respuesta asociada al h-ésimo bloque, al i-ésimo nivel de la
franja horizontal, al j-ésimo nivel de la franja vertical y al k-ésimo nivel de

la subparcela.
m es la media general.
Ry, es el efecto aleatorio del h-ésimo bloque.
A; es el efecto del i-ésimo nivel en la franja horizontal.
ea,, es el error asociado a la j-ésima franja horizontal.
Bj es el efecto del j-ésimo nivel en la franja vertical.
ep,; es el error asociado a la j-ésima franja vertical.

AB;; es el efecto de la interaccién entre la i-ésima franja horizontal y la j-ésima

franja vertical.

€aB,,; es el error asociado a la interaccion de la i-ésima franja horizontal y la

j-ésima franja vertical.
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Cy es el efecto del k-ésimo nivel de las subparcelas.

ACj; es el efecto de la interaccién entre la i-ésima franja horizontal y k-ésima

subparcela.

BCjyj, es el efecto de la interaccién entre la j-ésima franja vertical y k-ésima sub-

parcela.

ABCjj, es el efecto de la interaccion entre la i-ésima franja horizontal, la j-ésima

franja vertical y la k-ésima subparcela.

€ABCRy;, €s el error total del modelo.

Aplicando el Lema [2.2| al modelo de franjas en parcelas divididas, se obtendran
8 posibles variaciones entre los modelos: cuando sélo el efecto A es fijo, cuando
solo el efecto B es fijo, cuando solo el efecto C' es fijo, cuando sélo el efecto A es
aleatorio, cuando solo el efecto B es aleatorio, cuando sélo el efecto C' es aleatorio
y los casos en que todos los efectos son fijos y todos los efectos son aleatorios.
Para cada uno de los anteriores casos las varianzas en productos Kronecker se

presentan a continuacién:
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3.1. Matrices de covarianza

Para terminar este capitulo se mostraran las matrices de covarianza con el pro-
cedimiento especificado en la pagina [13| como productos Kronecker, considerando

los diferentes casos que se pueden presentar.

Cuando todos los efectos son fijos la matriz de covarianza viene dada por:

VY)=0h(I,® T, @ J, @ Jo) + 02, (I, @ I, ® T, @ J.)+
ol (I, @J, @I, @J.)+o02 (I, 91,01, ® J.)+
o  (I,oI,@I,®1,)

€ABCR

Cuando todos los efectos son aleatorios la matriz de covarianza viene dada por:

VY)=03[,0J. @y, @J.) +03(J, @1, @ Iy @ J )+
ol (Lol @J,@J.)+0op(J, @, @I, @ J.)+
o2 (I, ®J, @I,®J.) + (], @I, I,® J.)+
0L, (L @I, @, @ J.) + 05 (J, © Jo @ Ty @ L)+

2T @I, @ Ty @ I,) + 0%0(J, @ Jo © I, @ I.)+

g, @, 0 L,0I)+02,  (I,oI,0I,®1,)

€ABCR

Cuando solo el efecto A es fijo, la matriz V(Y) seré:

VY)=0h(I, 0 J, @, @J.) + 0l (I, @ I, ® Jy @ J.)+
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op(J, 0T, @I, @J.)+0. (I, @J, @I, @ J.)+
cip(Jr @I, 91,0 J.)+02 (I, @I, 01, ® J.)+
0t(J, T, @y @I.) +05:(J, @I, @ Jy @ I.)+
05, @Ja @I, @1,) + 04pc(d, @I, @ I, @ I,.)+

O'2 (IT®I(1®Ib®IC)

€ABCR

Cuando solo el efecto B es fijo, la matriz V(Y') sera:

VY)=03I,0J.@Jy,@J.) +03(J, @1, @ T, @ J.)+
o2 (L, oI,@J,@J.)+0. (I, @J, @I, @ J.)+
cip(Jr @I, 9,0 J.)+02 (I, @I, 0T, ® J.)+
oe(J, T, @y @I.) +054c(J, @I, @ Jp @ I.)+
050(J, @I, @I, @ I.) + 05pc(J, @1, @ I, @ I.)+

o2 I, @I, oI,®1,)

€ABCR

Cuando solo el vector C' es fijo la matriz de covarianzas sera:

VIY) =031, 0, @ Ty @ J.) +04(J, @I, @ J, @ J.)+
ol (I, @I, @ J, @ J.) +0p(J, @ J, @I, ® J )+
ol (I, @J, @1, @ J.) +0545(J, @1, @I, ® J.)+

0l (I,I,@L,®J,)+c3(J, @1,@J,@1I.)+

€AB
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oSy @I @I, @ 1) + 04pc(J, @ I, @ I, @ 1)+

o2 I, @I, I,®1,)

€ABCR

Cuando solamente A y B son fijos la matriz de covarianzas estard dada por:

VY)=03(I, @ J, @ Ty @ J) + 0., (I, @ I, ® Jy ® J )+
ol (I, @J, @I, @J.)+o02 (I, 91, 9T,®J.)+
0t(J, T, @Iy @I.) +0546(J, @I, @ Jp @ I.)+
05c(J, @ T, @I, @ I.) + 05pc(J, @1, @I, @ I.)+

of  (I,@I,@I,1,)

€ABCR

Cuando el vector B es aleatorio y los otros dos son fijos, la matriz de covarianzas

vendra dada como:

VY)=03(I, @ J, @ Ty @ J) + 0, (I, I, 0 Jy ® J.)+
op(Jr @Jo @I, @ J.) + 02, (I, @ Jo @ I © J o)+
o, @I, @, @J)+0., (I, 01,01, J.)+
05c(J, @ T @I, 1,) + 04pc(d, @I, @ I, @ I,)+

o2 I, @I, 2I,®1,)

€ABCR

Cuando solo el efecto A es aleatorio, la matriz de covarianzas estard dada por:

VIY)=03I, @, 0J,@J,) +04(J, @I, @ J, @ J.)+
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o2 (L, oI, @J,@Jd.)+02 (I, @J, @I, ® J.)+
ocip(Jr @I, 9T, @J.)+02 (I, @I, I1,® J.)+
(T, I, 0Ty, @1,) + 0ipc(J, @I, @ I, @ I,)+

ol (I,I,®I,®1,)

€ABCR

32



Capitulo 4

Las Sumas de Cuadrados

Searle presenta un algoritmo para determinar los grados de libertad y las sumas de
cuadrados, dando un bosquejo de lo que debe ser el cuadro de andlisis de varianza
para el modelo en cuestion ([14, 15]). A su vez, Gomez y Gomez presentan los
grados de libertad para el diseno FPD ([4]). De manera que, tomando lo mejor de

ambos lados, se determinaran las sumas de cuadrados conciernentes.

A continuacion se presentard el algoritmo propuesto por Searle para obtener a
partir de este las sumas de cuadrados, pero antes es bueno tener en cuenta algunas
cosas: como se dijo en el capitulo anterior, los factores relevantes son el factor en la

franja horizontal A con a niveles, el factor en la franja vertical B con b niveles y el

33
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factor en las subparcelas C' con ¢ niveles. Si, por ejemplo, el factor C' estd anidado
dentro de A la notacion serd: C' : B. En el momento de considerar todos los
factores, los bloques R se consideraran un factor anidado dentro de todos los
otros factores cruzados (los factores no anidados) del modelo, donde el niimero de

réplicas esta dado por la letra r. El total de todas las observaciones es N = abcr.

Regla 1 Hay una fila para cada factor (cruzado o anidado), para cada interaccién

y para las réplicas.

Regla 2 Toda interaccién es de la forma ABC... : XY Z... donde ABC'...
es el producto de los factores combinados y XY Z ... es el producto de los

factores asociados con A, By C.

Regla 3 Las letras repetidas a la derecha de los dos puntos son remplazadas por

una sola de su misma clase.

Regla 4 Si una letra ocurre a ambos lados de los dos puntos, tal interaccion no
existe. En particular, las réplicas (bloques) R no hardn parte de ninguna
interacciéon y la linea en que las réplicas aparecen anidadas sera la linea del

error total.

Regla 5 Los grados de libertad de la linea notada CR : AB son ab(c—1)(r —1).

La regla es simple. Los grados de libertad son el producto de términos como
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(c—1) para toda letra C' a la izquierda de los dos puntos y de términos como

a para toda letra A a la derecha de los dos puntos.
Regla 6 La suma de todos los grados de libertad es N — 1.

Regla 7 Las sumas de cuadrados se calculan multiplicando los grados de liber-
tad. Por ejemplo, la interaccién AB tiene grados de libertad (a — 1)(b— 1),
luego rompiendo el producto se obtiene ab—a — b+ 1 donde ab, a, b y 1 son

los grados de libertad de AB, A, B y el factor de correccion respectivamente.
Regla 8 La suma de cuadrados total es > (y* ) — Ny° .

Regla 9 El cdlculo de las sumas de cuadrados se lleva a cabo asi: (a) Escriba la

suma total de todas las observaciones:
T a b c
2D DD vk (4.1
h=1 i=1 j=1 k=1
(b) Reordene los signos de la suma de tal forma que los pertenecientes a

las letras en forma simbdlica vengan primero y encierre el resto de la suma
entre paréntesis. Si por ejemplo se quiere calcular bc entonces se tiene:
b c r a
>3 (X3 =
j=1 k=1 \h=1 i=1
(c) Eleve todo aquello en el paréntesis al cuadrado y divida todo por el

producto de las observaciones dentro del paréntesis (en el ejemplo, dividir
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por ra):

b c T a 2
Zj:l D ket (Dot Dit Ynigh)

- (4.3)

Puesto que los grados de libertad aparecen en Gomez y Gomez, como ya se habia
dicho anteriormente, se enunciaran a continuacion y con base en estos calcularemos
las sumas de cuadrados: R tiene r — 1 grados de libertad, A tiene a — 1, e4 tiene
(a—1)(r—1), B tiene b—1, ep tiene (b—1)(r—1), AB tiene (a—1)(b—1), eap tiene
(a—1)(b—1)(r—1), C tiene c—1, AC tiene (a—1)(c—1), BC tiene (b—1)(c—1),
ABC tiene (a —1)(b—1)(c— 1) y por 1ltimo e4pcg tiene ab(c — 1)(r — 1) grados

de libertad.

Se tiene entonces la forma de calcular las sumas de cuadrados que simplificadas

se convierten en:

r

SCR = abcy (Y. ~7..)"

h=1

SCA=ber Y (7, —7..)

i=1

SCea, =b¢Y > Wi = Un. — Vi +7..)°

1=1 h=1
b

SCB = acr Z@,_j, -7.)

j=1

b r
SCep,, =acy > (Gn; —Tn. — 7.5 +7.)

j=1 h=1
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a b

SCAB=cr> > Gy —T: — 0., +7.)°
i=1 j=1

a b T

SCeap,,; =c Z Z Z@mj. ~ Yhi. = Ynj — Yij.

i=1 j=1 h=1

F Y Vi AT —T.)

C

SCC =abry (Y., —7.)

k=1

SCAC =brYy > (Wix— Vi~V +7.)°

i=1 k=1

b c
SCBC =ard > @~V —Vx+7.)
j=1 k=1

a b c

SCABC =r Z Z Z@.z‘jk Yk~ Y TYk —Yij TV T Y5 Y

i=1 j=1 k=1

r a b c

SCeapcruy = D> (Wnigk = Vst = Unig. + Vi)

h=1 i=1 j=1 k=1

donde los ¥ son:

y.=m+R +A +€s +B +és +AB_+eup.

+C +AC. 4+ BC.+ ABC. +%pcr

U =m+Ry+A +€4, +B +ep, +AB._+eap,

+C +AC_+ BC_+ ABC. +eapcr,

Y, =m+R + A +ea,+B +e +AB; +eap,

+C +AC; + BC.+ABC; +eupcr,

Upi. =m+ Ry + A; +ea, + B +ep, +AB; +€ap,,

37
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+C + AC; + BC .+ ABC;. +eapcr,,

y,=m+R +A+€s +Bj+ep,+AB;+eap,

+C + AC. + BC; + ABC . + €apcr.,

Ynj =m+ Rp+ A+ €a, +Bjtep,; + Elj +€aB,

+C. + AC. + BC; + ABC j +eapcr,,,

Yy =m+R + A +ea, +Bj+ep, + AB;j +eap,,

+C + AC; + BC; + ABCyj, + €ABCR.,;,

yhij. =m + Rh + Al + €A, + Bj + €th + ABZ] + GABMJ.

+C + AC;, + BCj. + ABCj. + €apcry,;

J,=m+R +A +ey +B +eg +AB_ +e,p..

+Cy + AC y + BC . + ABC \ + €aBor._,
Yix=m+R +A +es,+B +ep +AB; +ean,
+ Cy + ACiy, + BC y + ABC 4+ €apcr..,
Ugp=m+R+A+e +Bj+e,+AB;+eap,
+ Cy + AC , + BCjj, + ABC j;, + €ABCR. .
Tije =M+ R + A, + es, + Bj+ep, + AB;jj +ean,,

+ Cy + ACy, + BCj, + ABCji, + €aBcr,

ijk*

38
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Y estos promedios remplazados en (4.4)) quedan as:

r

SCR = (leZ(Rh — }_% +€Ah. — éA”

h=1
_ _ _ _ _ _ 2
+ €, —€p. +€ap, —€ap. +€ABCR,.. — €ABCR..)
SC’A—bcrE —i—eA —€a

=1

+AB; — AB_ + €AB,; — CAB._.

+ ACZ — AC + ABC’Z — ABC + éABCRAi“ — EABCRM

SCey,, = bc Z Z(eAm' —€a; — €4, tea

i=1 h=1

+ EABM. —€4B, — éABh.. +eéan..
_ _ _ _ 2
+ €ABCR,; — €ABCR: — €ABCR, ~+ €ABCR. )
SCB = acr g B +e €p, — €B.

7j=1

+AB;— AB. +€AB ; —€AB..

+ BC] — BO + ABCJ — ABC +€ABCR“]; — éABCRM

b r
SC&BM = ac E E (Gth - EBA]- — EBhA —f-éB“

j=1 h=1

+€aB,; —€AB ; — €aB, T E€aB.

_ _ _ _ 2
+ €ABCR,, — €ABCR.; — €ABCR,. + €ABCR.)

a b
SCAB =crY > (ABj;— AB; - AB; — AB.

i=1 j=1

39
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+ EABij - EAB..J' — €AB, t€AB._

+ ABC,; — ABC ; — ABC,; + ABC
+ €ABCR,; — €ABCR.; — €ABCR, T €ascr. )’

a b r
SC@ABM]' =c E § E :(EABhij - EABAij - éABh.j + EAB“j — €ABy,

i=1 j=1 h=1

+€aB, +€aB, — €AB._ + €ABCR,; — €ABCR.; — €ABCR, .

_ _ _ _ _ 2
+ €ABCR ;. — €ABCR,; + €ABCR,; + €ABCR, — €ABCR. )
J

c

SCC =abry (C, —C. + AC — AC.,

k=1

+BC,—BC. +ABC.;, —ABC_ +€apcr , — €ascr. )

SCAC =br) Y (ACy — AC — AC; + AC.

i=1 k=1

+ ABC,, — ABC j, — ABC,; + ABC

— — — — 2
+ €ABCR,, — CABCR ., — €ABCR, + €ABCR.)

b c
SCBC =ar) Y (BCj —BC, -~ BC; + BC.

j=1 k=1

+ABC ,, — ABC ., — ABC ,; + ABC.,

- - - - 2
+ €ABCR. ;; — €ABCR._, — €ABCR._; T €ABCR. )

a b c
SCABC =7rY > (ABCij — ABC j; — ABCi, + ABC

i=1 j=1 k=1

—ABC,; + ABC; + ABC;. — ABC.,
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+ €ABCR,;, — €ABCR_j,, — €ABCR,, T €ABCR_,

- - - - 2
— €ABCR,; + €ABCR.; + €ABCR,. — CABCR..)

b
2
SceABORhM = E E E (Enijk — €.ijk — €nij. + €.ij.)

4.1. Sumas de cuadrados como productos de Kro-

necker

Utilizando el algoritmo de Moser y Sawyer descrito en el marco tedrico en la
pégina |15 para expresar las sumas de cuadrados como productos Kronecker ([9]),

se llega a:

mt=Y'(r 'J, ®@a T, @b Ty @c ' J,)Y
SCR=Y'[(I, —r'J,)®@a ' J, @b ' Jy@c 'J]Y
SCA=Y'[r' ' J, @I, —a ' J) @b ' Jy,@c T ]Y

SCex=Y'[(I, —r ' J)@ I, —a 'J) @b ' Jy@c ' T ]Y
SCB=Y'[r''J,®a'J, @I, —b"'Jy) @ c 'J Y

SCep=Y'|(I, —r*J,)@a ' J, @ (I, - b 'Jy) @ c ' T Y
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SCAB=Y'[r 'J, @ (I, —a "J,) ® (I, = b"'J}) @ ¢ " J]Y
SCeap=Y'[(I, = ' J,)® (I, —a ' J) @ (I, —b"'J) @ ¢ 1T ]Y
SCC=Y'lr''J,@a ' J, @b ' J,® (I, —c ' J)]Y
SCAC=Y'[r ' J, @ (I, —a ' J) @b J, @ (I, — ¢ ' J )Y
SCBC =Y'lr''J,@a ' J,® (I, —b"'Jy) @ (I. — ¢ 'J,)]Y
SCABC =Y'[r"'J, @ (I, —a 'J,) @ (I, —b"'J,) @ (I. — ¢ ' J,)]Y

SCeapor=Y'[I,®@ (I, —a 'J,) ® (I, — b 'Jy) @ I.]Y,

donde cada una de las matrices de productos directos dentro de los corchetes son

las matrices A,, s =1,...,13.



Capitulo 5

Esperanzas de cuadrados medios

Como los valores esperados de los cuadrados medios son los valores esperados de
las sumas de cuadrados sobre los grados de libertad y estos tltimos son constantes,
el valor esperado se toma sobre los primeros y al final se divide por los grados de
libertad sin que esto genere problema alguno. Para hacer este calculo se seguird a
Searle ([14]), aunque tanto en dicha referencia como en [15] se presentan métodos
mas sencillos (y mas mecanicos) que el aqui implementado. Vale la pena anadir
que este proceso se estd implementando para un modelo de 4 vias mientras [14] y

[15] lo presentan sélo para un modelo de dos vias (factores) con interaccién.

Independiente de si el modelo con el que se trabaja es de efectos fijos, aleatorios o

43
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mixtos, los errores son siempre de forma tal que todos tienen media cero y varianza

2 2 2 2 : Ad £ 1
O%nr» OBR:OABR Y OapcR, Para ea, €g, eap Y €ABcR, respectivamente. Ademas, e
valor esperado del producto de un error cualquiera por R, A, B, C' o interacciones

es también siempre cero. Tenemos por ejemplo:

2
g
E(@, )=
2 ( .
B(Ea,#a ) = E(eafa ) = B(ea,ea,) = 2

Q

Esto muestra claramente por qué se escribieron de esta forma las sumas de cuadra-
dos en (4.7): puesto que el producto de cualquier término del error con cualquier
efecto (incluyendo el efecto de bloques) es siempre cero, entonces se puede partir
una suma de cuadrados dada en una doble suma de cuadrados en donde en una
de ellas estén solo los factores del modelo y sus interacciones, y en la otra estén
todos los errores del modelo. La suma de cuadrados de los errores del modelo, a
su vez, puede partirse en tantas sumas de cuadrados como distintos errores tenga
el modelo. Para hacer esto explicito veamos el desarrollo, por ejemplo, para SCR,

la suma de cuadrados de los bloques.

Recordando SCR:

T

SCR=abcy (Ry— R +ea, —Ca

h=1

_ _ _ _ _ _ 2
+€p, — €.+ @B, — €aB. +€ABCR,. — €ABCR.. ) (5.2)
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entonces el valor esperado sera:

E(SCR) =abcy E[(Ry,— R +2a, —€a_

h=1

+€p, —€p. +€ap, — C€ap. +€ABCR,. — €ABCR..)’)- (5.3)

Puesto que el producto de errores y factores (en valor esperado) es siempre cero,

E(SCR) es de la siguiente forma:

E(SCR) = abe Z E[(Ry — R)’]

h=1

+ abe Z E[(éAh. — €A té€p, —€B. (5.4)
h=1

+€ap,. — €AB.. + €ABCR,. — €aBCR..)’]

y como los errores son independientes entre si

E(SCR) = abci E[(Ry — R)?

babeS Bl(En, —ea )

+abe ) El(ep, —ep.)’] (5.5)
+abe ) El(@ap,. —ean.)’]

+ abc Z El(€apcr,. —€ascr..)’],
=1
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por lo tanto, teniendo en cuenta que o2 = F(e?) — E?(e) y que E(e) = 0,

E(SCR) = abci E[(Ry,—R)*

h=1
—1)o? —1)o?
+ abcw + abc% (5.6)
a
+_abc(r‘_'l)o'gAB +—abc<r__ 1)03ABCR

)

abce

luego tomando el valor esperado de SC'R y dividiéndolo por los grados de libertad

de R se obtiene E(CMR):

2 2 2 2
+beo;, +aco;, +co. g+ 0L, L (5.7)

Este seria el resultado en caso de que el efecto de bloques fuese constante, pero

como es aleatorio se obtiene finalmente:

E(CMR) = abcoy, + bea?, + aco?, + col g+ o0;

€ABCR’

Los céalculos para el resto de las esperanzas de cuadrados medios se hallaron de

igual manera y sus resultados son estos:

E(CMA) =

a —

ber . S
- > E[(A;—A +AB; - AB,
=1

+ AC;, — AC .+ ABC;. — ABC _)?]
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2
€ABCR’

+ beo? —l—CO'EAB—i-J

E(CMey) = bea?, +co2, + 02

€ABCR’

b
cr —
E(CMB) = +— > E((B;—B.+AB; - AB.

J=1

+ BC; — BC_.+ ABC; — ABC )

2
€AB

2
€ABCR’

+ acazB +co,,, +0

E(CMeg) = aco?, + col,  + or

€ABCR’

E(CMAB) = (a—l b—l ZZE AB;— AB; + AB.

21]1

+ ABC;;. — ABC ;. — ABC;. + ABC )*| + co>,, + 0>

+BC, — BC._ 4+ ABC ; — ABC )? + o2

€ABCR’
br

(a—1)(c—1)

E(CMAC) = Z Z E[(AC;y, —AC , —AC; + AC.

i=1 k=1

+ABC,,, — ABC., — ABC;. + ABC )% + o?

€ABCR’

o

([)_;LTZ E[(BCj, — BCy — BC; + BC.
=1 k=1

E(CMBC) =

+ ABC j, — ABC j, — ABC j + ABC_)?| + o2

€ABCR’

E(CMABC) = TR b—l =T ZZZE (ABCyj, — ABC

i=1 j=1 k=1

€ABCR’

47
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+ ABC;. — ABC_ )] + o2

€ABCR’

E(CMeABCR) = O'2

€ABCR’

Este resultado es vélido para los modelos con los tres casos en cuestién (efectos
fijos, aleatorios y mixtos). Véase cémo se comportan ahora para cada caso par-

ticular. Los resultados que se muestran a continuacién pueden compararse con

2.

5.1. Esperanza de cuadrados medios para

efectos fijos

Cuando los efectos son fijos sélo se necesita suprimir la E (esperanza) de cada
ecuacion en (5.8)), ya que los efectos pueden considerarse constantes, obteniendo

asi:

E(CMR) = abcoy, + bea?, + aco? + co?,  + ot

€AB €ABCR

ber

(A~ A + 4B, — AB.

=1

B(OMA) = ——
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+AC, — AC. + ABC, — ABC.)?
+bca§A +caeAB + o2

€ABCR

E(CMey) = beo?, +col, + 0o

€ABCR
b
3, B AR, A,

+ BC; — BC.+ ABC ; — ABC _)?

E(CMB) =

2

+ CLCO- + CO-GAB + JeABCR

2
€ABCR

E(CMeg) = aco?, +co., +0

B(OMAB) = = —p0— b 5 Z Z — AB; +AB.

i=1 j=1

+ ABC;;, — ABC ;. — ABC;.+ ABC ) + co?,, + 0

E(CMeap)=co., +o0

abr

-3 (Ce~ T +AC, - AC.

k=1

E(CMC) =

C —

+ BC ) — BC_ +ABC  — ABC )* + o2

€ABCR

U
(a—1)(c—1)

E(CMAC) = > Z (ACy, — AC, — AC; + AC.,

i=1 k=1

+ ABC,;, — ABC ;, — ABC,; + ABC _)* + o7

€ABCR

b c

B(OMBO) = 5=y > > (BCj—BC, - BC; + BC.

]:1k:1

+ABC j;, — ABC ,, — ABC ; + ABC )* + o7

€ABCR

€ABCR

49
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a c

E(CMABC) = (- 1)<bi =) 2 2 2 (ABCi — ABC

i=1 j=1 k=1

—4BC,, + ABC , — ABC,; + ABC

+ ABC;. — ABC_)* + o2

€ABCR

E(CMGABCR) = O'2

€ABCR

5.2. Esperanza de cuadrados medios para

efectos aleatorios

Al igual que con los errores, se trabaja con la suposicion de que todos los efectos
leatorios ti di - 2 2 2 2 2 2 2

aleatorios tienen media cero y varianza 0%, 05,055, O¢s Oac,0pc Y Oapc bara

los efectos A, B, AB, C, AC, BC y ABC, respectivamente. También se suponen

todos los efectos son independientes entre si, con lo que se obtiene, por ejemplo:
E(A;Bj) = E(A;ABy;) = E(AiAy) =0, i £ 74

y de esta manera llegar a los valores esperados de los cuadrados medios:

E(CMR) = abcoy, + beo? | + aco?, +col,  + 02, ...
E(CMA) = bero + bcaﬁA +cro’p + cagAB

2

2 2
+broie +roape + 0% o
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E(CMey) = beo?, +co2, + 02

€AB €ABCR

E(CMB) = acrop + aco? + crosg + co.,

2

2 2
+aroge +10yge + Ocancn

E(CMeg) = aco?, + col, + ot (5.10)

€AB €ABCR

E(CMAB) = crojyg + col,, + 1030 + 0r

€ABCR

E(CMeyp) =co.,, +o:

€ABCR

2
€ABCR

E(CMC) = abraé + braic + ara%c + 7“03‘30 + 0o

E(CMAC) = bTUiC + 7“012430 "‘ 02

€ABCR

E(CMBC) = aross +roipe + o>

€ABCR

E(CMABC) = ro% 50 + o2

€ABCR

E(CMGABCR) = O'2

€ABCR

5.3. Esperanza de cuadrados medios para

efectos mixtos

Utilizando el lema ([2.2)) puede verse que cuando estamos trabajando con efectos

mixtos se tendran (g) + (‘:’) = 6 experimentos (en el modelo presentado en 1}
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que satisfacen que al menos uno es fijo y el resto son aleatorios.

El total de todos los experimentos en el modelo, independiente de si los tratamien-

3

t) = 8 donde el 3 en la parte superior

tos son fijos, aleatorios o mixtos es 23:0 (
de la combinacion se refiere al total de efectos que pueden ser o fijos o aleatorios
en el modelo (A, By C) y la letra ¢ se refiere a la cantidad de efectos fijos que

se quieren tomar de los tres mencionados anteriormente. Si ¢ = 0 ningin efecto es

fijo luego todos son aleatorios, si t = 3 todos los efectos son fijos.

Cuando se trabaja con modelos de efectos mixtos aquellos factores que son con-
siderados fijos se calculan como los efectos fijos en (5.9) (se omite la E de (5.8)
puesto que el efecto se considera constante) y los aleatorios de igual manera se
calculan como se calcularon en . Lo importante es tener en cuenta que toda

interaccion que involucre uno o mas efectos aleatorios es aleatoria.

Ahora si véase para cada caso de los modelos mixtos coémo serian las esperanzas

de sus cuadrados medios:
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5.3.1. Un efecto fijo y los otros dos aleatorios
El efecto A fijo

Si s6lo A es fijo, es posible en general mantener el resultado obtenido en (|5.10)

con excepcion de E(CMA):

2
€ABCR

E(CMR) = abcoy, + bea?, + aco’ +co.  +o

€AB

ber

Z(Ai — A)? +beol, + croip

i=1

E(CMA) =

a—1

2

2 2 2
+co;,, + broye +roype + OF i non

E(CMey) = bea?, +co’, + 0o

€AB €ABCR

E(CMB) = acrop, + acol, + croyg + co-
2

2 2
+aroge +104pc T 00, pon

E(CMeg) = aco’, +co., + o0 (5.11)

€AB €ABCR

E(CMAB) = crog +co?, +roipe + o’

€AB €ABCR

E(CMepp) = co?,  +o?

€AB €ABCR

2
€ABCR

E(CMC) = abro? + bross + arose +roipe + 0

E(CMAC) = bro’yo +ro4pe + o2

€ABCR

2
€ABCR

E(CMBC) = aross +roipe +0
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E(CMABC) = ro 50 + o2

€ABCR

E(CMGABCR) = 02

€ABCR

El efecto B es fijo

Si B es el unico efecto fijo en el modelo, se tendrd que la tnica diferencia con

respecto a (5.10]) estard en E(MSB):

E(CMR) = abcoy, + bea?, + aco?, + co?,  + or

€AB €ABCR

E(CMA) = bero’ + bea?, + crosg + co?

€AB

2

2 2
+broye +roape + OF i non

E(CMey) = bea?, +co2, + 02

€AB €ABCR

b
E(CMB) = bafrl Z(Bj —B)*+ acaiB + crodpg
j=1
+ CJSAB + araéc + 7’0,2430 + JEABCR

E(CMeg) = aco?, + col,, + ot

€AB €ABCR

(5.12)

E(CMAB) = crojyp + co., + 1030 + 0¢

€ABCR

E(CMeyg) = co?, + o2

€AB €ABCR

2
€ABCR

E(CMCQC) = abro? + broio + arose +roipe +0

E(CMAC) = bro’o + ro4pe + o2

€ABCR
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E(CMBCQO) = aro% + ro4pe + 02

€ABCR

E(CMABC) = ro 50 + o2

€ABCR

E(CMBABCR) = 0'2

€ABCR

El efecto C' es fijo

25

Y para terminar esta seccion, si C' es el tnico efecto fijo en el modelo, ((5.10]) sélo

varia en E(CMC), ast:

E(CMR) = abcoy, + beo? | + aco? +co2, + 02

€AB €ABCR

E(CMA) = bero’ + bea?, + crosg + co.

€AB

2

2 2
+broye +roape + 0% inen

E(CMey) = bea?, +co’, + 02

€AB €ABCR

E(CMB) = acro}, + acol, + croyg + co-
2

2 2
+aroge +roape + Ocancn

E(CMeg) = aco’, +co., +o;

€AB €ABCR

E(CMAB) = crog +co?, +roipe + o’

€AB €ABCR

E(CMeup) =co’,, + 0>

€ABCR

C
abr

1 Z(C’k —C ) +brodo +arass
k=1

E(CMC) =

(5.13)
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2

2
+T0pc + Ocapcr

E(CMAC) = bro’, + rope + o2

€ABCR

E(CMBC) = aross +roipe + o2

€ABCR

E(CMABC) = ro% 50 + o2

€ABCR

E(CMGABCR) = O'2

€ABCR

5.3.2. Dos efectos fijos y uno aleatorio

Las consideraciones son iguales que en el caso anterior: valor esperado de efecto
fijo es el efecto fijo, valor esperado de efecto aleatorio es cero y varianza del efecto
aleatorio es 07 ,, interacciones que involucren al efecto aleatorio son aleatorias
y productos (interacciones) de efectos fijos siguen siendo fijos (de lo contrario no
hubiese sido posible llevar a cabo los calculos en la forma en que se hizo cuando

se consideraron todos los efectos fijos).

Ay B son efectos fijos

Cuando tanto A como B son fijos y C' es aleatorio los valores esperados en (5.9)

permanecen iguales desde E(C'M R) hasta E(C'Meap) y cambian cuando C' entra
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en juego, punto desde el cual todos los valores esperados de los cuadrados medios

tienen la forma dada en ((5.10]). Esto puede verse més claro:

E(CMR) = abcoy, + bea?, + aco? + co?,  + ot

€AB €ABCR
B(CMA) = 2" i:(A A +AB, - AB
+ AC; — AC.+ ABC;_ — ABC _)?
—"_ bco-zA —"_ CO-SAB —"_ O-SABCR
E(CMey) = beo?, +col,  + 02, ...
b
E(CMB) = b“frl (B —B.+AB, — 4B,
j=1
+BC; — BC.+ ABC ; — ABC )’
2 2 2
+ aco-eB + CO—eAB + UeABCR
E(CMep) = acol, +col,  + 00, . (5.14)
a b
cr
E(CMAB) = ——— AB;; — AB; — AB; + AB
+ ABCU — ABC] — ABCZ + ABC)2 + CO'?AB + USABCR

E(CMepp) = co?, +o?

€AB €ABCR

2
€ABCR

E(CMC) = abraé + braic + araéc + TUiBC + o

E(CMAQ) = bro%y, +roipe + o>

€ABCR

E(CMBC) = arass + rojpe + o>

€ABCR
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E(CMABC) = ro’ 50 + 02

€ABCR

E(CMBABCR) = (72

€ABCR

Ay C son efectos fijos

Cuando A, C son fijos y B es aleatorio se tiene la siguiente estructura para los

valores esperados de los cuadrados medios:

E(CMR) = abcoy, + beo? | + aco? +co>,  + 02

€AB €ABCR

B(CMA) = abf“l S (4 — A + AC; — AC. Y’
i=1

2
€AB

2

2
T 704Bc + Ocupon

2 2
+bco;, + croap + co

E(CMey) = bea?, + co?,  + 0o

€AB €ABCR

E(CMB) = acrop + aco’ + crosg + co.,

2

2 2
+aroge +10ype + Ocancn

E(CMep) = aco?, + co?,, + ot

€AB €ABCR
E(CMAB) = crojg+ col, + 10350+ 02, pon (5.15)
E(CMeyp) = CUEAB + O-zABCR
B(cMc) = -2 3N (€.~ C +AC, ~AC.)?
— c_ k . k

2

2 2
+aroge +10ype + Ocancn
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C

> ) (ACy — AC, — AC; + AC )

=1 k=1

B(CMAC) = (o5

+ TUABC + UeABCR

E(CMBC) = arc%s +roipe + o>

€ABCR

E(CMABC) =ro’z0 + 02

€ABCR

E(CMQABCR) = O'EABCR

B y C son efectos fijos

Finalmente cuando B, C son fijos y A es aleatorio las esperanzas de los cuadrados

medios son como se muestra a continuacion:

2
€ABCR

E(CMR) = abcog, + beo?, + aco?l, +co’, +0
E(CMA) = bero’ + bea?, + crosg + co.,

+brose +ro%pe + UeABCR

E(CMey) = bea?, + co?,  + 0.

€ABCR

E(CMB) = ;==Y (B, — B.+ BC; — BC.)’

Jj=1

2

+ craAB + raABC + aca i caeAB T 0c.non

E(CMeg) = aco>, + co.,  + ot

€ABCR

E(CMAB) = crojz + col,  +r0Apc + 0; (5.16)

€ABCR
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E(CMeyp) = co?,  + o2

€AB €ABCR

B(CMC) = 2

-3 (e~ T +BC, - BT

k=1

C —

+ braAC +TUABC + UeABCR

(CMAC) = bTO'AC + TUABC + aeABCR
b c
B(OMBO) = 5—1e=p > > (BCj, - BC,—BC; +BC.,

]:1 k=1

+ABC . — ABC., — ABC; + ABC_)* + o>

€ABCR

E(CMABC) =ro% 50 + 02

€ABCR

E(CM@ABCR) = O'zABCR

Queda asi finalizada la parte concerniente a este capitulo. En resumen, se encon-
traron para el mismo modelo las esperanzas de los cuadrados medios cuando todos
los efectos son fijos, aleatorios y para los casos en que el modelo es mixto. Lo que
sigue es estructurar las pruebas F' que permitan hacer los andlisis correspondientes

a las hipotesis lineales sobre la igualdad de las medias.



Capitulo 6

Las pruebas F

Puesto que el modelo del diseno FPD puede verse como un modelo mixto en
cualquier caso (véase la péagina , y puesto que los errores en el modelo y los
efectos aleatorios se distribuyen normales, y también se distribuird normal segin
el lema con pardmetros dados en el mismo lema. De manera que Y5k, ¥ i
Unjks Yniks Ynijs Yojiks Yiks Yoijor Ynoks Ings Unios Yok Uojs Yios Yp.. ¥ Y. también
se distribuyen normales y por lo tanto las ecuaciones de las sumas de cuadrados
(4.4) en la pégina sobre los grados de libertad de la fuente de variacién se
distribuyen x2 cuando son divididas por la varianza o* de la poblacién normal de

la que fueron extraidas, p es igual a los grados de libertad de la respectiva fuente

61
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de variacidn.

Asi pues, dividiendo una suma de cuadrados culquiera de las ecuaciones (4.4)) por
sus grados de libertad (es decir, al tomar el cuadrado medio) obtenemos una distri-
bucion XZ multiplicada por 6% /p. De manera que al dividir una suma de cuadrados
cualquiera por otra de ellas, dada la independencia se obtiene una distribucion F'
pues esto es un cociente de chi-cuadrados entre sus grados de libertad (o2 se can-
cela) y al organizar apropiadamente estos cocientes obtendremos las pruebas F'
de interés. Aqui apropiadamente quiere decir que dicho cociente solo difiera en un
término de mas sumado en el numerador con respecto al denominador, cosa que

podra verse facilmente en las tablas a continuacién.

A partir del céalculo de las esperanzas de los cuadrados medios se puede entonces
construir las pruebas F' que se presentaran en tablas para cada uno de los casos

de los distintos modelos mixtos.

Notese que en cualquier caso aunque los bloques se definieron como aleatorios,
el estadistico de prueba para la F' en los bloques no cambia si se toma R como
factor de efectos fijos (aunque la hipétesis si cambia). A manera de ilustracién la
primera tabla mostrara la hipotesis cuando R es de efectos fijos y puesto que estos

se definieron aleatorios en las siguientes se tendra tal como se definié.
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La ultima columna de cada tabla muestra cudl es la hipdtesis que se esta probando
con la F justo a la izquierda de la columna de la hipdtesis. Se tiene que cuando
estas hipdtesis son sobre factores de efectos fijos tales hipdtesis se pueden construir
a partir de las medias; sin embargo, esto carece de sentido en el caso de factores
con efectos aleatorios donde las hipdtesis se contruyen con base en las varianzas
como se vera en las tablas. La razon de esto es que al tener efectos aleatorios,
interesa saber cudl es el comportamiento del factor en general y no sélo de los
niveles establecidos (siendo este iltimo el caso de los fijos), es decir, al tener

efectos aleatorios en un factor se busca concluir sobre la significancia del factor.

Sean f, a denotando efectos fijos y aleatorios, respectivamente y M; el cuadrado
medio de la fuente en la fila i. Entonces se obtienen las siguientes tablas que

mostraran la estructura de las pruebas F"

6.1. F para efectos fijos

Cuando todos los efectos son fijos, con base en los valores esperados en (5.9)

tenemos que la las pruebas F' son como se presentan en la siguiente tabla:
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Fuente | Efecto | CM F H,
R [l My | EEE| Ri=Ry=---=R,=0
A f My | 32 | Ay=Ay=--=A,=0
ea a My 7 0, =0
B f M, 7 Bi=By=---=DB,=0
en a M % o, =0
AB f M e (AB);; = 0, Vi, Vj.
eAB a M- ]%72 o, =0
C f Mg | & | C1=Cy=---=C.=0
AC f My | = (AC)4, = 0, Vi, Vk.
BC [ My | §Re (BC)jx = 0, Vi, VEk.
ABC foo| M| 4| (ABC)iyx =0, Vi, Vj, Vk.
€ABCR a M, -

Ajustando por Satterthwaite con el estimador descrito en (2.2) los grados de li-

bertad estimados de R son:

(M + Mz)?
O R—— : (6.1)
p Sl Y o YO O
r—1 (r—1)(a—1)(b—1)
(M5 + M;)?
Vg = M2 JYE s (62)

D@D T t-D6-D
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donde v; y vy son los grados de libertad en el numerador y en el denominador,

respectivamente.

Cuando se ajustan los grados de libertad por Ames-Webster con el estimador
descrito en (2.4), se tienen dos estimaciones para cada caso. Primero véanse los

grados de libertad del numerador:

Sea S = M, y S5 = My, entonces

b ==
(r—=1)(a—1)(b—1) =2
2[(r = (a—1)(b—1) +r — 3]
{<r—1>[<r—1><a— Do —1)— 4] “}’
(1 + py My /M;)?

JaulPr) = G ammn
r—1 T (r=1)(a-1)(b-1)

De otro lado, cuando S? = My y Sz = M;:

b1

*_r—l{2[(r—1)(a—1)(b—1)+7’—3] }
+1%,

=31 (r—=1(a—1)(b—1)(r—5)

o 1+ p; My /My)?

Funlpy) = — MV (63)
(r—1)(a—1)(b—1) + r—1

Ahora, para el denominador, cuando S? = M3 y S3 = Mj se tiene:
 (r=1)(b—1) 2[(r—1)(a—1)+(r—1)(b—1)—2]+1
P =Do-1) =20 r=Da-D[r-1)0b—1) -4 ’

; (1 + paMs5/Ms)?
faw(p2) - 1 (p2Ms/M—3)2" (6'4)

(r—1)(a—1) + (r—1)(b—1)
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y cuando S? = My y S3 = Mj se tiene:

. (r=D-1) [2r-@e-D+r-1)0-1)-2
P2 (7“—1)(@—1)—2{ (r=1)0-D[(r—1)(a—1)—4] +1}’
Fuulp) = — U TBABIES (6.5)
TDE-D T (—D(a-D)

Estos valores en la estimacion de los grados de libertad siempre seran los mismos
para R ya que, como ya se dijo, la estructura de F' para R siempre va a ser
independiente del modelo mixto o de si R es de efectos fijos o aleatorios. Por esta
razoén, de aqui en més no se volveran a escribir dichos estimadores para los grados

de libertad de la prueba F' en el efecto R.
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6.2.

I' para efectos aleatorios

67

Cuando todos los efectos son aleatorios, con base en ([5.10) se obtiene que las

pruebas F' serdan como se muestra en la siguiente tabla:

Fuente | Efecto | CM F H,
R a | My | HE 0% =0
A e | | e
e a M, % 04r=0
B a My % 0% =0
en a M; % opp =0
AB | | M| Mo | 2o
€eAB a M ML; O'SAB =0
C a Mg % 02 =0
AC a My lel 0%c=0
BC a M10 %—1? O-%C =
ABC a My, e 04pc =0
€ABCR a My -

Puesto que los estimadores complejos de los efectos A y B en esta tabla tienen més

de dos componentes de varianza encontraremos sus respectivos grados de libertad
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recurriendo Unicamente a Satterthwaite (2.2). En el caso de AB y C se hara de

las dos maneras:

Para el efecto A, los grados de libertad del numerador y el denominador vy y vs,

respectivamente, estaran dados por:

(M + M7 + ]\/[11)2

U1 = M2 M2 M2 )
a1 T (a—l)(b—71)(7"—1) + (a—l)(b—li)(c—l)
Ms + Mg + My)?
vy = (M; + Ms + Mo) (6.6)

M2 M? M2
(rfl)(dafl) + (afl)éibfl) + (afl)(gcfl)

Para el efecto B, los grados de libertad de F' para el numerador y el denominador

seran respectivamente:

(M4 + M7 + ]\411)2
M7 M2 M7 ’
-1 T Do De—D T @-DG-1=1

B (Ms + Mg+ Myo)? (6.7)
R Y- S B |
(r—1)(b—1) (a—1)(b—1) (b—1)(c—1)

v = )

Para el efecto AB, los grados de libertad del numerador y del denomiandor utili-

zando a Satterthwaite seran respectivamente:

S (Mg + Ms)?
1 — M2 M2 )
(afl)(bel) + ab(cflﬁrfl)
My + My,)?
Uy = (Mz + M) . (6.8)

M7 M3
@ DD T @ DD
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Ajustando por Ames-Webster, hay dos estimaciones para cada caso. Primero véan-

se los grados de libertad del numerador. Sea S? = Mg y S? = M, entonces

_able—1)(r—1)
pr= ab(c—1)(r—1)—2
2[(a—1)(b—1)+ablc—1)(r —1) — 2]
{ (@~ 1)b- Dlablc— D(r—1) 4 “}’
(1 + p1 Mo/ Ms)?

faw(pl) = 1 + (p1M12/Mg)?
(a—1)(b—1) ab(c—1)(r—1)

De otro lado, cuando S? = My y S5 = Mg:

. @-1B-1)
= - Dh-1 -2
2[(a—1)(b—1)+ablc—1)(r — 1) — 2]
{ ablc—D)(r—(a—1D)(b—1) -4 “}’
(1 + pfMg/Mi2)?

faw(pl) - 1 4 (pt Ms/M12)? "
ab(c—1)(r—1) (a—1)(b—1)

Y para el denominador, cuando S? = My y S = Mj; se tiene:

(a—1)(b—1)(c—1)
(a—1)b—=1)(c—1)—2

2(a — 1)(b—1)(c+r —2) — 2]
{(a “D- D - Dla—Do- -1 -4 1} ’

; . (1 + po My /M7)?
faw(p2) - 1 N (p2 M1 /M7)?
(a—1)(b—1)(r-1) (a—1)(b—1)(c—1)

D2 =

Cuando S? = My, y S? = My se tiene:

(a—1)(b—1)(c—1)
(a—1)b—1)(c—1)—2

*

Py =
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o(a—1)(b—D(c+r—2)—2
{(a “DO-Dc-Dila—Db-1)r-1)—-4 1} ’
Fuulp) = —— LA
@ De-De=1) T @-DE-D—1)

Puede verse facilmentede las esperanzas de los cuadrados medios que la estructura
de la prueba F para AB es la misma cuando A, B o ambos efectos son aleatorios,
por esta razén las estimaciones de los grados de libertad en los casos subsecuentes

se puede tomar como los mismos.

Para el efecto C', usando fs, los grados de libertad para el numerador y el deno-

minador seran respectivamente:

(Mg —1-]\411)2

v = %82 N M121 s (69)
c—1 (a—1)(b—1)(c—1)
(Mg + M10)2

vy = — — (6.10)

(a—l)(gc—l) + (a—1)(b—1)(c—-1)

Utilizando faw se encontraron las siguientes estimaciones de los grados de libertad

del numerador cuando S? = Mg y S5 = My;:

p— (2=
(@a—1)0b—1)(c—1) -2

{ 20(a—1)(b—1)(c—1) + ¢ — 3] +1}
| ,

(c=Dlila=1b-1)(c—1)—4

Flon) = L /M)
b1) = L—|— (p1 M11 /Mg)?
c—1 (a—1)(b—1)(c—1)
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todavia para el numerador, pero invirtiendo el orden de S? y Sz, se obtiene:

P =

*_c—l{2[(@—1)(b—1)(0—1)+c—3]+1}

e 3\ @ Do e D)
fy) = (11+p9{M8/](\£\14)s/Mu>2‘

(a—1)(b—1)(c—1) + c—1

Ahora, para el denominador, tomando S? = My y S3 = M, se obtiene la siguiente

estimacion de los grados de libertad:

o (b=1)(c—1) 2[(a—D(c—=1)+(b—-1)(c—1)—2]
pQ—(b—l)(C—l)—2{ (@=1D(c=D[(b—1)(c—1)—4] +1}’
; (1 4 paMig/My)?

f(p2) = 1 + (p2M10/Mp)? *
(a=1)(c=1) " (-1)(c-1)

Una vez mas, para los grados de libertad del denominador pero cambiando a

S? = My y S3 = My, se obtiene:

o la=D(c=1) [2la-1)(c=)+b-1)(c-1) -2
P2 D(e—1) -2 { (0—=1)(c=1)[(a—=1)(c—1) -4 H}’
oy = O

EDED T (a=D(e-1)

6.3. Un efecto fijo

En los tres casos en que hay solamente un efecto fijo en el modelo, se vera que las

pruebas F' son iguales a las establecidas cuando todos los efectos son aleatorios.
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6.3.1.

El efecto A es fijo

Cuando solo el efecto A es fijo, con base en (5.11]) se obtiene:

Fuente | Efecto | CM F Hy
R a M, Sy reme o =0
AL = - AL
€A a M3 %‘; azA =0
B | o || e =0
en a M % o'gB
AB a Mg T e 0% =0
can | o | M| R 2~
C a My % o2 =0
AC a My Mli 0‘1240 =0
BC a My %—12 opc =10
ABC a My, ]\]\;[[—1; 0-124BC =0
€ABCR a M, -
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6.3.2.

El efecto B es fijo

Cuando solo el efecto B es fijo, con base en ([5.12)) se obtiene:

Fuente | Efecto | C'M F Hy
R a M1 ]\A}[;i%; 0'12% =0
ea a M5 Aﬁ{‘; azA =0
B f My | $EHEA | Bi=By=---=B, =0
en a M; %—[i JEB =0
AB a Mg Ty 0% =0
€AB a M5 ML; O'?AB =0
C a My % o2 =0
AC a My % 0‘1240 =0
BC a Ml[) ]\Ai[[_i(l) Opo = 0

ABC a M11 ]\A;[[—i; 0-124BC =0

€ABCR a My -
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6.3.3.

El efecto C' es fijo

Cuando solo el efecto C' es fijo, con base en ([5.13)) se obtiene:

Fuente | Efecto | CM F Hy
R a M1 % 0'12% =0
A | e | | e =0
€A a M3 % azA =0
Bl o | M| e =0
€B a M % JEB =0
AB a Mg STy 0% =0
€AB a M, Mifz o =0
C f M8 % 01 02 = = Cc =0
AC a My Mllgl 0‘1240 =0
BC a Mg %—if opc =10
ABC a My, %—i; 0-124BC =0
€ABCR a My -
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6.4. Dos efectos fijos

6.4.1. Ay B son efectos fijos

Cuando solo los efectos A y B son fijos, con base en ([5.14) se obtiene:

Fuente | Efecto | CM F H,
R a M, % op =10
A fool M| M4 =A== 4, =0
eA a M; 7 o2, =0
B f M, %: Bi=By=---=B,=0
ep a M % o, =0
AB f Mg 7 (AB);; =0, Vi, j.
can | o | M| 4 =0
¢ | o | m | ot =0
AC a My Mli 04c =0
BC a M %—1? 0% =
ABC a My | 42 04pc =0
€ABCR a Mo -
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6.4.2.

Ay C son efectos fijos

Cuando solo los efectos A y C' son fijos, con base en (5.15)) obtenemos:

Fuente | Efecto | CM F H,
R a M, % 0% =0
A f M, % Aj=Ay=---=4,=0
e a M, ]VM[? 0z, =0
B a | M, | {EEEAE 0% =0
en a M % o, =0
AB a M % o4p =
eAB a M- MMZQ o, ,=0
C f My ]%80 Ci=Cy=---=C.=0
AC f M, ST (AC)4 = 0, Vi, k.
BC a Mg ST 030 =0
ABC a My, %—E o%pc =0
€ABCR a M, -
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Los estimadores por Satterthwaite de los grados de libertad del error tienen la

siguiente forma para el efecto A:

o — (My + My)?
1 — M2 M2 9
i (a—l)(b—71)(r—1)
M + M;g)?
vy = (M + Ms) (6.11)

M2 MZ ’
(r—l)(?:z—l) + (a—l)(ﬁb—l)

Los estimadores de Ames-Webster serdn los siguientes cuando S = My y S5 = M;

para el numerador:

N e VU2 (g

Ta-Do-Dr—-1)-2
2[(a—1)((b—1)(r—1)+1) — 2]
{<a—1>[<a—1><b—1><r—1>—4]“}’

- B (1 —!—291]\47/]\42)2
J0) = 5 Gmnr
a—1 (a=1)(b—1)(r—1)

atn con el numerador pero haciendo S7 = My y S2 = M, se obtiene:

YRR ENE S TS

PL=03 0 - )0b-1)(r—1)(a—>5)

Sy ) B ——

Y para el denominador haciendo S} = Mz y S3 = Mg:

(a—1)(b—-1)
(a—1)(b—1)—2

2(a—1)(b+r—2)—2
{<a—1><r— Dila—D(b—1)—4 “}’

D2 =
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~ . (1 +p2M6/M3)2 )
f(p2> B 1 + (p2 M /M3)?
(a—1)(r—1) (a—1)(b—-1)

invirtiendo S? y S5 obtenemos:

. (a—1)(r—1) 2[(a—1)(b+7r—2)—2]
- {< —4]“}’

= T —1) -2

f( *) - (1 +p§M3/M6>2
P2) = 1 + (p3M3/Me)?
(a—1)(b—-1) (a—1)(r-1)

a—1)(0b—-1)[(a—1)(r—1)

6.4.3. B y C son efectos fijos

78

Por 1ltimo, cuando sélo los efectos By C' son fijos, con base en (|5.16)) se obtiene la

tabla de la pagina 80 cuyos estimadores complejos tienen la siguiente aproximaciéon

de grados de libertad para el efecto B:

b (My + My)?
1 — M2 M2 9
=1 T eono-ne=D
(Ms + Ms)?
0T e Mz

(b—1)(r-1) + (a—1)(b—-1)

(6.12)

Los estimadores de Ames-Webster serén los siguientes cuando S? = My y S5 = M;

para el numerador:
by = (a—1)(b—=1)(r—1)
(a—1)b-1)(r—1)—2
{2[(1)— D(la—1)(r—1)+1)—2] N 1} 7

(b=Dlla—=1)(b-1)(r —1) — 4]
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; (14 piM7/M,)*
f(p1> - + (p1 M7 /M4)2
=1 T a—)-Dr—D)

atn con el numerador pero haciendo S? = M; y S2 = M, se obtiene:

b =

. b—l{2[(6—1)((a—1)(r—1)+1)—2] }
+1%,

b—31 @—D0b-Dr—1)(b-5)
f(pi) _ (11 + pTM4/‘Z\i7]3[4/M7)2 ]

@ De-e—) T b1

Y para el denominador haciendo S? = M5 y Sz =

_ _(a=1)(0-1)
= De—1n -2~

2(b—1)(a+r—2)—2
{<b— Do —Dia—Db-1) -4 “}’

; (T4 poMy/M5)*
f(pz) - 1 + (p2 Mg /Ms5)??
(b=1)(r—1) (a—1)(b—1)

invirtiendo S? y Si:

. b—1)(r—1) 2[b—1)(a+r—2)—2]
2= (b—l)(r—l)—Q{(a—l)(b—l)[(b—1)(7‘—1)—4]H}’
fon =

@DE-10 T -D-1)
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Fuente | Efecto | CM F H,
R a M, % 012% =0
A a M, % 04 =0
€A a M; % o, =0
B f M, HHE | Bi=By=---=B,=0
en a M %’; o, =0
AB a | Mg | GEHRE ohp =
eAn a M- %72 o, =0
C f Mg % Ci=0C=---=C.=0
AC a | My ST 040 =0
BC f | My T (BC)jx =0, Vi, k
ABC a My, JAV/[I_E 0%pc =0
€ABCR a M -




Capitulo 7

Los contrastes

La importancia de cada contraste debera ser determinada por el investigador al
planear el experimento. En este capitulo el objetivo serd entonces encontrar las
varianzas y las estimaciones de cada uno de estos contrastes tanto para el caso en
el que el modelo es de efectos fijos como en el caso de efectos aleatorios asi como las
estimaciones de sus grados de libertad. Tales varianzas serviran para el calculo de
pruebas como la t, Tuckey, Duncan o Student-Newman-Keuls cuando los efectos
sean fijos o para F' con un grado de libertad, también serviran para elaborar los

intervalos de confianza.

Por simplicidad de notacién se escribird AR en vez de e4, BR en vez de eg, ABR

81



CAPITULO 7. LOS CONTRASTES 82

en vez de exp y ABCR en vez de eapcgr. Se seguird el mismo método utilizado

por Zimmermann ([16]) en su tesis de maestria.

Para los experimentos de franjas en parcelas divididas pueden obtenerse 19 dife-

rentes contrastes:

* — — * — —
Yir =Y. — Y. Yjie = Y. ik — Y. 5k
*x = — * = —
Yy =Y. 5. — Y. j. Yirw =Y. 58 — Y. &
* = — * — —

Yo =Y.k~ Y. x Y =Y 5k — Y 5
* = = * = =

Yirg =Yg — Yarj Yirjke = Yijk — Yirjk
Oy _ 7 * = =

Yijr = Yig. — Yy Yijre = Yijk — Yijk
* = — * = -

Yirgr = Y5, — Yarjr. Yijer = Y.ijk — Y.iji
* = — * = —

Yk = Yik — Yirk Yirjre = Yijke — Yirjrk
*x = — * I —

Yiww = Yik — Yix Yirjir = Yijk — Yirjie
* —— = * I =

Yirw = Yik — Yk Yijrer = Yijke — Yijrke

* — —
Yirjrer = Yije — Yarje
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7.1. Todos los efectos son fijos

A, — Ay +AR; — ARy, + AB; — ABy + ABR,;, — ABR ;.

+ AC; — ACy. + ABC,;, — ABCy. + ABCR,; — ABCR ;.

V(yy) = Ely; — E(y;))

= E(AR; — ARy + ABR; — ABRy + ABCR; — ABCR . )*

2
= @(baﬁm + cohpr + 0ABCR)

—— 2
V(yz.*,) = %C’MAR
?..j. - y..j/. =

B; — By + BR; — BR,; + AB; — AB ; + ABR.; — ABR.

+BC, — BC, + ABC, — ABC j + ABCR.; — ABCR.

V(y,) = E(BR; — BRy + ABR_; — ABR_; + ABCR_; — ABCR )’

_ 2 2 2 9
= er (acopp + cOApr + Oapor)
— 2
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Cp,—Cpw+AC, —ACw + BC ) —BCy +ABC j, — ABC

+ ABC’R_”]g — ABOR...k’

V(y;)) = E(ABCR._; — ABCR_)*
2

2
= g
abr ABCR

—— 2

aor

A;— Ay + AR, — ARy + AB;; — ABy; + ABR;; — ABR 4,

V(:y;k’]) = E(ARz - ARz’ + ABRZJ — ABRZ/] + ABCRU - ABCRZ/3>2

_ 2 2 2
= ;(CUAR + coapr + TApor)

multiplicando y dividiendo por b:

. 2
V(i) = E[bwi}z + coipr + 0apor + (b —1)(colpr + 0hper)]

—— 2

V(y;,) = —[CMAR+ (b — 1)CMABR]

ber

Estimando los grados de libertad primero por Satterthwaite y luego por Ames y
Webster se tiene que:

- [CMAR+ (b—1)CMABR)?

s CMAR? | (b—1)C M ABR?
(a—1)(r—1) (a—1)(r—1)
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[1 4 wl(b . 1)CMABR]2

faw(wl) _ CMAR
wiCMABR\?2
e |1+ (0= ) (UG
we CMAR
f (wy) = 1+ b—_leMABR]z

1 1 (waCMAR)?2
(a—1)(b—1)(r—1) [1 +3 <C2MABR) }

donde w; y wy son respectivamente:

(a—Db-1)(r-1)
(a—1)b-=1)(r—1)—-2

2(a—1)(r —1)b— 2]
{w— 00— Dlla- 00— 00— 1) — 4 “}

 (a=1)(r—1) § 2[(a—1)(r —1)b—2]
T WD) 2 {(a—1)(5—1)(7”—1)[(@—1)(7’—1)—4] +1}

w1 =

w; se obtiene haciendo S = CM ARy S3 = CMABR, w; se obtiene invirtiendo

S?y Sz

Yij. — Yy, =

V(y;,) = E(BR; — BRj + ABR;; — ABR ;j + ABCR.; — ABCR ;; )?

_ 2 2 2
= ;(CO-BR + coapr + Oapor)
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multiplicando y dividiendo por a:

. 2
Vi) = E[GCU%R + coipr + 0aper + (a—1)(colipr + 0apcR)]

0 2

V(y;) [CMBR + (a — 1)CMABR)

acr

Estimando los grados de libertad primero por Satterthwaite y luego por Ames y

Webster se tiene que:

s = CMBR2 + (a—1)CM ABR?
O-1)(r—1) G-D)(r—1)

[1 4 wl(a - 1)CMABR]2

7 [CMBR+ (a — 1)CMABR]?

faw(wl) == CMBR
wiCMA 2
(b—l)l(r—l) [1 +(a—1) ( 101\]\44351%) ]
wy CMBR
f (wy) = 1+ a_—21(JMABR]2

1 1 (w2CMBR)\?2
(a—1)(b—1)(r—1) [1 + o ( C2MABR) }

donde w; y wsy son respectivamente:

(a—1)(b—=1)(r—1) §
(a—1)b-=1)(r—1)—2
2(b—1)(r — 1)a — 2]
{<b— 00— Dlta—Db- 1) —1) — 4] “}

IR G VI 2[(b—1)(r — 1)a — 2]
ST -1 -2 {(a—1)(b—1)(r—1>[(b—1)(r—1>—4]H}

w1 =

w; se obtiene haciendo S} = CMBR y S5 = CMABR, w, se obtiene invirtiendo

S?y Sz
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Yij. =Yy, =

A — Ay + A_Rl — A_R.i/ -+ Bj — Bj/ + B_R.j — B_R.j/—F

ABij — ABi/j/ + ABR” — ABR.Z'/J'/ + AC,; — ACy. + BCJ — BCJ'/.

+ ABC” — ABCi’j’. + ABORU - ABCR.i’j/.

+ABCR,;; — ABCR.y;)

72( 2 =+ 2 4 2 4 2 )
T o COAR T COBR T COABR T OABCR

multiplicando y dividiendo por ab:

. 2
Vi (yiy) = M[a(bcaiR + coipr + Oapcr) + blacohy + cohpr + 0hper)

+ (ab —a — b)(CUZBR + U,QqBCR)]

—

Vi) = ——[aCMAR + BOMBR + (ab — o ~ )OMABE)

Y la estimacién de los grados de libertad por Satterthwaite es:

j _ [aCMAR+ }CMBR + (ab—a - b)CM ABR)?

s = (@OMAR)® |~ (bCMBR)® | [(ab—a_b)OMABR]?
@Dr—1) T o-D)(r—1) @—D-1)(r—1)
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A, — Ay + AR, — ARy, + AB, — AB;, + ABR,; — ABR ;.

+ ACy, — ACy, + ABC, — ABCy , + ABCR ;i — ABCR

V(yjx) = E(AR; — ARy + ABR; — ABRy + ABCR;, — ABCR )’

2
= E(baim + 0%sr + TiBcR)

multiplicando y dividiendo por c:

. 2
V(yin) = bor [becoi g + cohpr + 0asor + (¢ — 1)0%peonR]
— 2
Viyin) = - [CMAR + (¢ = 1)CMABCR

Estimando los grados de libertad primero por Satterthwaite y luego por Ames y

Webster se tiene que:

- [CMAR+ (c—1)CMABCR)?

fs= CMAR? | (c-1)OMABCR?
(a—1)(r—1) ab(r—1)
CMABCR
o o+ w(em DO
awl ™1 1 +(e—1) (wiCMABCR/CMAR)?
(a=1)(r-1) ab(r—1)

[1 4 w2 CMAR ]2
f (U) ) . c—1 CMABCR
awl™2) = 1 . 1 (wQCMAR)Q
ab(c—1)(r—1) (a—1)(c—1)2(r—1) \CMABCR

donde w; y wy son respectivamente:

o — ab(c —1)(r — 1)
Y ab(e—1)(r—1) =2

2[(a—1)(r—1)+ablc—1)(r—1) — 2]
{ (@—1)(r - Diable - D(r—1) - 4 “}




CAPITULO 7. LOS CONTRASTES 89

(a—1)(r—1) § {2[(@— D(r—=1)+ablc—1)(r—1) — 2] +1}

T a0 —1) -2 abc—D)(r —D(a—D(r—1) 4]

w; se obtiene haciendo S? = CM ARy S = CMABCR, w, se obtiene invirtiendo

S?y 53

Yik — Yk =

V(y;) = E(ABCR ;) — ABCR )
2

= br (0,2430}2)

— 2
V(yj) = .- CMABCR

Yik — Yo =

Ai—Av+ AR, — ARy + AB; — ABy + ABR,; — ABR ;.

Cr — Cy + ACy, — ACyy + BC , — BC v + ABC; . — ABCyr 1

2
= 5(170-124]% + UleR + U,%XBCR)
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multiplicando y dividiendo por ¢:

. 2
V(yi) = @[bca?m + cohpr + 0ascr + (¢ — 1)oApor)

— 2

V(yiy) = 5 -[CMAR + (c = 1)CMABCE]

Puesto que este V es igual al de y}, también se tendra que los grados de libertad

tienen iguales estimaciones.

B; — By + BR; — BR,; + AB; — AB; + ABR.; — ABR.;

+ BCy — BCyy, + ABC j;, — ABC i, + ABCR._j, — ABCR._ju,

V(yin) = E(BR; — BRy + ABR ; — ABR_; + ABCR._j, — ABCR j;)?

_ 2 2 2 9
= J(GUBR‘FUABRWLUABCR)

multiplicando y dividiendo por c¢:

. 2
V(yin) = E[GCU%R + coipr + Tapor + (¢ — 1)o%per)
— 2

V(yn) = —[CMBR+ (c — )CMABCH)

Estimando los grados de libertad primero por Satterthwaite y luego por Ames y
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Webster se tiene que:

. [CMBR + (c — 1)CMABCR]?
fs = CMBR? | (c—1)CM ABCR?
(b—1)(r-1) ab(r—1)

[1 4 wl(c . 1)C’MABCR]2

= B CMBR
faw<w1) - 1 1 (wiCMABCR/CMBR)?
e T (c—1) ab(r—1)
wy CMBR
Foliny) = 1+ 22 ohiAbeR)

1 1 wyCMBR 2
ab(c—1)(r—1) + (b—1)(c—1)%2(r—1) (C]Q\/[ABCR)

donde w; y wy son respectivamente:

o — ab(c —1)(r — 1) §

YT ab(e—1)(r—1) =2

2[(b—1)(r—1)+ablc —1)(r — 1) — 2]

{ (b—1)(r = )[ablc — 1)(r — 1) — 1] “}

(b-1)(r—1) _{2[b—1(r—1) +able—1(r—1) ~2]
G- —1)-2 { able — D(r — D(b—1(r — 1) — 4] “}

Wy =

wy se obtiene haciendo S? = CMBRy S3 = CM ABCR, ws se obtiene invirtiendo

S?y Sz

Yk — Y jiw =

Cr — Chr —|—Ek — R.k/ -+ BCjk — BCjk/ + ABC]k — ABC_jk/

+ABCR. ;. — ABCR .

V(yw) = E(ABCR_j), — ABCR _ji)?
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2 5
= J(OABCR)

—

2

Yk =Y jw =

B;— By +BR; — BR; + AB;, — AB; + ABR_; — ABR.;

Cr — Cy +Ek — m.k’ + BCJk — BCj,k/ + ABC]k — ABC_j/k/

+ ABCRJk — ABCR.,j/k/

V(y}‘/k/) = E(BRJ — BR.J'/ —+ ABRJ — ABRJ/ —+ ABCR]k — ABC’R“]'/M)2
= E(GU%R + 0%Br+ TABCR)

multiplicando y dividiendo por ¢:

. 2
V(yi) = E[acafm + colpr + Tapor + (¢ — 1)0ApcoR]

—

2

Puesto que este V es igual al de y7,, también se tendrd que los grados de libertad

tienen iguales estimaciones.

Yijk — Yijx =

A; — Av + AR, — ARy + AB;; — ABy; + ABR; — ABR ;
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+ ACy, — ACyy, + ABCij, — ABCyjp + ABCR i3, — ABCR 4

V(yju) = E(AR; — ARy + ABR;; — ARy; + ABCR ;j;, — ABCR 1)
2

_ 2 2 9
= ;(UAR +04sr T OaBCR)

multiplicando y dividiendo por bc se tiene:

. 2
V(yin) = —[bco%ig + codBR + TaBcR
ber

+ (b —1)(colipr + 0apcr) + blc — 1)oacr]

— 2
V(yin) = 3 -[CMAR+ (b~ 1)CMABR + b(c — 1)OMABCE]

Y los grados de libertad seran:

j _ [CMAR+ (b~ 1)OMABR +b(c — 1)CMABCR)

8 CMAR? | (b—1)CM ABR? N b(c—1)CM ABCR2
(a—1)(r—1) (a—1)(r—1) a(r—1)

Yijk — Yijx =

Bj - Bj’ + B_R_j - B_R_j/ + ABZ] — ABij/ + ABRU - ABRZ]/

+ BCjk — BCj/k + ABOfL‘jk - ABCij/k + ABCRZ]k - ABORU/]C

V(yix) = E(BR; — BRj + ABR;; — ABR;j + ABCR ;; — ABCR;j.)*
= ;(‘71231% +0%r + TAncr)

multiplicando y dividiendo por ac se tiene:

2
oy 2 2 2
V(yim) = wer lacopr + coapr + Tapcr
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+ (a = 1)(colpr + 0aper) + alc — 1)oapcr]

— 2

V(y;) = —[CMBR+ (a — 1)CMABR + a(c — 1)CMABCR]

acr

Y los grados de libertad seran:

. [CMBR+ (a—1)CMABR + a(c — 1) CMABCR]?
s = CMBR? (a—1)CMABRZ | a(c—1)CMABCR?

(b—1)(r—1) + (b—1)(r—1) + b(r—1)

Yijk — Yijrr =

Cy, — Co + ACy, — ACi + BCjj, — BCyi + ABCly, — ABCijp

+ ABCRUk — ABCRZ]k/

V(y;}k,) = E(ABCRZ]k - ABOR_Z‘jk/)2

[\

2

= ;(UABCR)

— 2

y.ijk - gi’j’k =

A, — Ay + AR, - ARy + B, — B, + BR, - BR,

+ ABU — ABi/j/ + ABR” — ABR.Z‘/]‘/ + AClk — ACzlk

+ BC]k — BCj/k + ABC”k — ABCi/j/k + ABCRZ]k — 1élBC(R.Z'/j/]c

V(y:’]’k) = E(ARz - ARz’ + BRJ - BR_j/ + ABRZJ - ABR.i’j’

+ ABCRZ]k — ABCR.i’j’k)2
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2 2 2 2
= ;(UAR +05r+ TaBr T Tacr)
multiplicando y dividiendo por abc se tiene:

. 2
V(i) = M[a(bcafm + cohpr + Tapcr) + blacohy + codpr + 0Apen)
+ (ab — a — b)(colpr + 0apor) + ablc — 1)04 o]

—

2
V(i) = ——[aCMAR+bOMBR + (ab—a — ))CMABR

+ab(c — 1)CMABCR]

Y los grados de libertad seran:

- [aCMAR+VCMBR+ (ab—a —b)CMABR + ab(c — 1)CMABCR)?

fs= (aCMAR)? | (b}CMBR)® | [(ab—a—b)OMABR] | ab(c—1)CMABCR?
(a—)(r—1) " (b=1)(r—1) (a—1)(b—1)(r—1) (r—1)

Yijek — Yirjir =

Ai - Ai’ + A_RZ - E'i/ + ABZ] - ABZ'/]' + ABRZJ - ABRllj

+ ABC'RZ]]C — ABCR_i/jk/

V(ysu)=E(AR; — ARy + ABR;; — ARy; + ABCRj, — ABCRyw)?
= ;(0,24}2 +0%pr + Thpcr)

multiplicando y dividiendo por bc se tiene:

N 2
V(yim) = %[bCUiR + coipr + 0apor + (b —1)(coipr + 0hper)
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+ b(c — 1)0% el

— 2

V(i) = 5 —[CMAR+ (b~ )CMABR + b(c — 1)CMABCH]

Puesto que este V es idéntico al de y ;& la estimacion de los grados de libertad de

V' también serd la misma que aquella de la varianza dey; ;.

Yiik — Yijrer =

Bj — By + BR; — BRj + AB,;; — AB;jy + ABR;; — ABR ;s

Ck — Ck/ + AC’HC — ACZk/ + BCjk — BCj/k/ + ABCijk - ABCij’k’

-+ ABCRUk — ABCR.ij/k/

V(i) = E(BR,; — BR; + ABR,;; — ABR.y + ABCR ;55 — ABCR i1.)?
2, 5 2 2
= ;(UBR +04pr + TaBCR)

multiplicando y dividiendo por ac se tiene:

2

. N 2 2 2
V(yim) = wer lacopr + coapr + Tapcr

+ (a — 1)(00333 + O'Z‘BCR) + a(c — 1)oapcr]

—

Vtw) = ——[CMBR + (a— )OMABR + a(c — 1)CMABCR

Puesto que este V es idéntico al de Yiy 1a estimacion de los grados de libertad de
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V' también serd la misma que aquella de la varianza de y;;.

Yijk — Yy =

A — Ay + ﬂ%l — A_R.i/ + Bj — Bj/ + B_R.j — B_R,j/

+ ABij — ABifj/ + ABRZ] - ABRJ'/]'/ + C) — ¢ + ACy, — ACyy

+ BC]k — BCj/k/ + ABC(”;C — ABCi/j/k/ + ABCRUk — ABCR.Z‘/]‘%/

+ ABCR 5, — ABCR.i’j’k)2

2
= ;(‘71241% +0%p + 04pr T Tapcr)
multiplicando y dividiendo por abc se tiene:

V(i) = la(beo’g + codpr + 0apor) + blacoyy + colipr + 0hper)

aber

+(ab — a —b)(colipg + 0hper) + ablc — 1)0%perl

—_—

2
V(i) = b—[aCMAR +bCMBR+ (ab—a—b)CMABR

aocr

+ ab(c — 1)CMABCR]

Aqui V' es igual a la varianza estimada en yj .., luego la estimacion de los grados

de libertad también es igual.
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7.2. Todos los efectos son aleatorios

A — Ay +AR; — AR, + AB; — ABy + ABR,; — ABR

E(y;) =0
V(y;) = Ely; — E(y;))” = E(y;)?
2 2 2 2 2
= %(bcraA +bcoyp + croap + coupr

2 2 2
+broye +10apc + 0apor)

— 2
Viyp) = —CMA
y j _y]’ =

B; — By + BR; — BR,; + AB; — AB; + ABR.; — ABR.;

+BC, - BC, + ABC,; — ABC ;. + ABCR.; — ABCR.

2
2 2 2 2
Viyy) = E(QCTUB +acogp + croyg + coigp

9 9 9
+arope +r0apc + Oapor)

— 2
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+ ABC’R_”]g — ABOR...k’

2
Viye) = %(abraé + brofye + arope + ro4pe + Capor)
— 2
V(yzl) = %CMC
@z‘j. - yz’j =

\AC, — AC, + ABC,, — ABC,, + ABCR,; — ABCR.,
. 2 2 2 2 2 2
Viyi;) = J(CTO-A T+ COpg +Croyp + COapr + T04¢c

2 2
+10%pc + Tapor)

multiplicando y dividiendo por b:

2
Vi) = %[bcrai + beod g + croip + coipr + broie

+ 1040 + 0apcr + (b — 1)(crodp + coipr + r0ABc + Tascr))

= 2

V(y5i;) [CMA+(b—1)CMAB|

~ ber
Estimando los grados de libertad por Satterthwaite y Ames- Webster:
- [CMA+ (b—1)CMAB)?

fs =~ | 0—I)CMABR?
a—1 a—1

[+ wi (b — )L

5 [T+ (- 1) (2Gn)°]

faw(wl) -

99
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[1 + bli_zl 6’6’1\14\/{4!43]2

1 1 (wyCMA\2
(a—1)(b—1) [1 +33 ( C’QMAB ) ]

faw(w2> =

donde w; y wy son respectivamente:

w1 =

(a-Db-1) 2(a—1)b— 2]
@11 -2 {<a—1>[<a—1><b—1>—41“}

_a—l* 2[(a —1)b — 2]
R {<a—1><b—1><a—5>“}

w; se obtiene haciendo S} = CM Ay S3 = CMAB, w, se obtiene invirtiéndolos.

Bj - Bj’ + ﬁ.j - B_R.j/ + ABU - ABZ‘]‘/ + ABRZ] - ABRZ]/

+BC,; — BO; + ABCy;, — ABCyy + ABCR.; — ABCR.;.
* 2 2 2 2 2 2
V(yl]') - E(CT'O'B + CUBR + CTO'AB + CUABR + TO'BC

2 2
+704pc + Tapor)

multiplicando y dividiendo por a:

2
N 2 2 2 2 2
Viyi) = o lacro$, + acogyp + cro'g + coapr + arope

+10%pc + 0aper + (@ — 1)(crodp + cohpr + 104pc + Tascr)]

— 2
V(yiy) = —[CMB + (a = 1)CMAB]
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Los grados de libertad tanto por Satterthwaite como por Ames-Webster son:

- [CMB+ (a—1)CMAB)?

fs= CMB? | (a—1)CM AB?
b—1 b—1
o) = L mla = DT

1 wiCMAB 2
—1 [1+(a—1)( CALB ) }
1+ 2 Sifas)

1 1 (wyCMB)\?2
(a—1)(b—1) [1 + o ( C?MAB ) ]

f~aw (U)Q) =

donde w; y wy son respectivamente:

wp =

(a-DB-1) 20(b — 1)a — 2]
@-Db-1) -2 {<b—1>[<a 1><b—1>—4J“}

_b=1 f 2b-1a—2]
R {<a—1><b—1><b—5>“}

w; se obtiene haciendo S? = CMB y S3 = CMAB, w, se obtiene invirtiendo S?

y S3.
y ij. y.i/j’ =
A;— Ay +AR; — ARy + B; — Bjy + BR; — BR ji+
AB, — AByy + ABR.; — ABR.s; + AC, — ACy. + BC, — BC;
+ ABC,; — ABCyjr. + ABCR ;;;, — ABCR ;15
Viysi) = 3((:7“0124 + co4p + Crop + conp 4+ cros g + coipr o4 +rope

cr



CAPITULO 7. LOS CONTRASTES 102

2 2
+704pc + Oapor)

multiplicando y dividiendo por ab:

V(y;‘,j,) [a(bero? + bcaiR +erod g + caiBR + bTUiC + TUE‘BC

aber

2 2 2 2 2 2 2
+ 04por) T blacroy 4+ acogp + croyg + coapg + aroge + roape

+ 0per) + (ab—a—b)(crodp + colipr + roipe + 0apcr)]

—

V() = i[CLC’]\/[A +bCMB + (ab—a — b)CM AB]

aber

Y la estimacién de los grados de libertad por Satterthwaite es:

- [aCMA+bCMB + (ab—a—b)CMAB)?

fs = («CMAR)? | (bCMBR)® | [(ab-a—b)CMABR]?
a—1 b—1 (a—1)(b—1)

Yik —Yirk =

Ai—Av+ AR, — ARy + AB; — ABy + ABR,; — ABR ;.

2
V(yin) = E(bmix +bo%g +10%p + Oapr + brode + 10 + Tascr)

multiplicando y dividiendo por c¢:

2
V(yi) = @[bcrai + beodp + crodp + coipr + brodc
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+10%pc + Taper + (¢ — 1)(bro%ie + 10%pe + 0ascr)]

— 2

V(i) = 7 [CMA+ (c = YOMAC]

Estimando los grados de libertad primero por Satterthwaite y luego por Ames y

Webster se tiene que:

- [OMA+ (c—1)CMAC)?

fs =
CMA2 | (c—1)CMAC?
a—1 + a—1
CMAC2
faw(wl) _ [1+wi(c—1) G

L (14 (c—1)(w,CMAC/CMA)?)

CMA
[1 + cﬁLi_Qlc’MAC]2

(14 L (w,CMA/CMAC)?)

faw (wZ) = 1
(a—1)(c-1)

donde w; y wy son respectivamente:

wy, =

(a—1)(c—1) § 2[(a — 1)c — 2]
@ D(c—1 -2 {<a—1>[<a—1><c—1>—4]“}

_a—1>‘< 2[(a —1)c— 2]
R {<a—1><c—1><a—5>“}

w; se obtiene haciendo S? = CMA y S2 = CMAC, w, se obtiene invirtiendo S?

y S3.

C,—Cw+ ACy, — ACyy + BC' ), — BC j + ABC, ., — ABC 1
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2
V(i) = a(braé +brode + 105 + T0ARe + Tascr)

multiplicando y dividiendo por a se tiene:

2
V(yh) = %[abraé + brcric + araéc + TJE‘BC + JiBCR

+ (a — 1)(bro%ie + r0%pc + Taser)]

2
abr

V(i) = —[CMC + (a — 1)CMAC]

Estimando los grados de libertad primero por Satterthwaite y luego por Ames y

Webster se tiene que:

~ [CMC + (a— 1)CMAC]?

Js= 2 | (a—1)CMAC?
IE + 5
faw(wy) = 1+ wi(e - ) Gyie ]’
aw L (1+ (a—1)(w1CMAC/CMC)?)
faw(ws) = 1+ 2 Srac)”
aw - 1

e (L + 725 (w.CMC/CMAC)?)

donde wy y wy son respectivamente:

w1 =

(a—1)(c—1) § 2[(c — 1)a — 2]
@ D(c—1 -2 {<c—1>[<a—1><c—1>—41“}

_c—l* 2[(c—1)a — 2]
w2 =g {(a—l)(c—l)(c—5)+1}

w; se obtiene haciendo S = CMC'y S5 = CMAC, wy se obtiene invirtiendo S}

y S3.
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Yie — Y =

A, — Ay + AR, — ARy + AB, — ABy, + ABR,; — ABR;

Cp — Cp + ACy, — ACyy + BC , — BC jy + ABC ), — ABCy gy

+ ABCR.i_k — ABCR.i’.k’

2
V(i) = E(bTUi + bUiR + 7”01243 + UE&BR + braé

+ braic + TJ2BC + 7’0,2430 + 0,24303)
multiplicando y dividiendo por ac:
oy 2 2 2 2 2
V(yiw) = ——lalbero?y + bcoip + crogp + coapp + broic

aber

2 2 2 2 2
+ 10950 + 0apcr) + clabroz + brofy o + arope

+ 7105450 + Oapcr) + (ac — a— ) (brode + 10%pe + Tapor))]

—

V(yiw) = bi[aCMA +cCMC + (ac — a — ¢)CMAC]

aber
La estimacion de sus grados de libertad es:

= [aCMA+ cCMC + (ac — a — ¢)CMAC?

$ = 7 (aCMAZ |, (cCMC)? |, [(ac—a—c)CMAC]?
T T e

a—1 c—1

Yk~ Y ji =

l}j'— l}ﬂ %*13}34 —-lgf%j/4+'f1fgj _'14l3j"+’/113}%"j —-/413]%_f
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+ BC]k - BCj/k + ABC]k - ABC.j/k + ABCRJk — ABCRJ%
. 2
V(?Jj/k;) = J(GTU% + aa%R + TU,QalB + UEXBR + (WU)QBG + 7“0,24130 + 0,241303)

multiplicando y dividiendo por c:

2 2 2 2 2
V(y;,k) = lacroy, + acogp + croyg + coapr + aroge

+ 71040 + Oapcr + (¢ — V)(arohe + 10%pe + apor))
2
acr

V(yin) = —[CMB + (c — 1)CMBC]

Estimando los grados de libertad primero por Satterthwaite y luego por Ames y

Webster se tiene que:

. [CMB+ (c—1)CMBC)?

fs - CM B2 + (c—1)CM BC?
b—1 b—1
CMBC
faw(wl) = [+ wi(c~ 1)m]2

L 1+ (c— 1)(w,CMBC/CMB)?)

CMB
[1 + %C’MBC]2

(14 -5 (weCMB/CMBC)?)

faw(w2) = 1
(b—1)(c—-1)

donde wy y wy son respectivamente:

w1, =

(b—1e=-1) 2(b — 1)¢ — 2]
- Dc—1) -2 {<b—1>[<b—1><c—1>—41“}

=1 2[b—1ec—2)
R {<b—1><c—1><b—5>“}

w; se obtiene haciendo S = CMB y S3 = CMBC, w, se obtiene invirtiendo S}

y S3.
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Yk — Y jiw =

Cr — Chr —I—Ek — A_C.k/ + BC]k — BCjk/ + ABCJk — ABC'jk/

+ABCR. ;. — ABCR .

2
* 2 2 2 2 2
V(yjw) = E(GTUC’ + 71040+ arcge + r0ape + Capcr)

multiplicando y dividiendo por b se tiene:

2
V(i) = %[abraé +brode +arope +r0%pc + aper

+ (b —1)(aroge + roape + 0ascr)]

—

V(sin) = —-[CMC + (b— 1)CMBC)

abr

Estimando los grados de libertad primero por Satterthwaite y luego por Ames y

Webster se tiene:

- [CMC+ (b—1)CMBC)?
fs = cMC? | (b-1)OMBC?
c—1 c—1

[1+wi(b— 1)00%300]

faw(wl) -

= (L+ (0= )(w,CMBC/CMC)?)

) | 4w CMC

faw<w2> 1 [ 1 7 CMBC] 2
(b-1)(c—1) ( +b_(w2CMO/OMBC) )

donde w; y wy son respectivamente:

L == 2(c — 1)b — 2]
T h-D(e-1) -2 {<c—1)[<b—1><c—1>—4]“}
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_c—l>|< 2[(c—1)b— 2]
R {<b—1><c—1><c—5>“}

w; se obtiene haciendo S? = CMC'y S3 = CMBC, wy se obtiene invirtiendo S?

y S3.

B;— By + BR;—BR; + AB; — AB; + ABR._; — ABR.;

Cr — Ci + mk — E,k/ + BC]k — BOj/kl -+ ABO]k — ABC,j/k/

+ ABCR]k — ABCR._j/k/
. 2 2 2 2 2 2
V(Yj) = J(GTUB +a0pr + 170 p + Oypr + aT0¢

+ 10540 + arose +ro4pe + Aser)
multiplicando y dividiendo por be:

2
V(Yj) = w[b(acra% +acopy + croipg + coipr + arosg

2 2 2 2 2
+roipe + 0ager) + clabrof, + brof o + aroe

+roipe + 0apor) + (be — b —c)(arope + rodpe + oaser))

V(yin) = ——[bCMB + cCMC + (be — b — ¢)CMBC)

aber
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La estimacion de sus grados de libertad es:

- [DCMB+ cCMC + (bc — b — ¢c)CMBC]?
s (bCM B)?2 + (cCMC)2 + [(be—b—c)C M BC]?
b—1 c—1 (b—1)(c—1)

Yijk — Yirjk =

Ai— Ay + AR; — ARy + AB;; — AByj + ABR ;; — ABR 4

+ ACy, — ACyy, + ABCUk — ABCi/jk + ABCRZ]k — ABCRlljk
2
V(yim) = ;(7“‘7124 + 0%Rr + 704 + Oapr +T04c + T0Asc + Tapcr)

multiplicando y dividiendo por be se tiene:

2
V(i) = ; [bera? + bea’ g + croip + coipp + oo + 105 se

cr

+ 0hpor + (b—1)(crodp + codpr + roape + Tascr)t+

(¢ = 1)(bro%ic + rofpe + oaser) + (@ — 1)(c — 1)(ro’ipe + 04scr)]
— 2

V(i) = %[C’MA +(b—1)CMAB + (c— 1) CMAC

+(b—1)(c— 1)CMABC]

Y los grados de libertad seran:

o [CMA+(b—1)CMAB + (c — 1)CMAC + (b —1)(c — 1)OCM ABC?
P L[OMA2+ (b— 1) CMAB? + (c — 1) CMAC2(b — 1)(c — 1) CM ABC?]

Yijk — Yijre =
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+ BCjk — BCj/k + ABCZ]k — ABCij/k + ABCRZ]k — ABORU%

2
x N\ _ 2 2 2 2 2 2 2
V(yim) = ;(TJB +0pr +T04p + Tagr +T0pc + T04pc + Tapcr)

multiplicando y dividiendo por ac se tiene:

2
o\ 2 2 2 2 2 2
V(yim) = p lacrog + acogp + croyg + coagp + arope + roape

+ U,chBCR + (a — 1)(07"0,243 + CU,QABR + TO-,%}BC + U,%ABCRH‘
(c = 1)(arope + rodpe + 0aser) + (@ — 1)(c — 1)(rope + 04scr)]

2
V(i) = —[CMB + (a = 1)CMAB + (¢ — 1)CMBC

+(a—1)(c—1)CMABC]|

Y los grados de libertad seran:

: [CMB+(a—1)CMAB+ (c — 1)CMAC + (a — 1)(c — 1)CMABC)?
* L [CMB2+ (b— 1) CMAB? + (c — 1) CMBC?(a — 1)(c — 1)CM ABC?

Yijk — Yijrr =

Cr — Ci + AClk — ACW + BCjk — BCjk/ + ABCijk — ABOZ‘jkl

+ ABORUk — ABCRZ]k/

. 2
V(yin) = ;(7"‘73* +10%¢ + 1080 + 10450 + 0apen)
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multiplicando y dividiendo por ab:

2
V(y:]k’) = %[abrgé + br0-1240 + GTO_%C + 7“0_12430 + 0_12430}%
+ (a = 1)(bro%ic + 10%pc + Taper) + (b= 1)(arohe + 105 5c
+ 0hper) + (@ = 1)(b—1)(rokpe + 0ascr)]

Vivie) = —-[CMC + (a ~ 1)CMAC + (b~ 1)CMBO

4 (a—1)(b— 1)CMABC]

y sus grados de libertad estimados seran:

:  [CMC+(a—1)CMAC+ (b—1)CMBC + (a —1)(b— 1)CMABC)?
fo= L[CMC? + (a — 1)CMAC + (b—1)CMBC + (a — 1)(b— 1)CMABC]

Yijek — Yy =

A;— Ay + AR, — ARy + B; — Bjy + BR; — BR ;s

+ ABU — ABZ'/]'/ + ABRZJ — ABR.Z'/J'/ + ACzk — AOZ'/k

+ BC]k - BCj'k + ABCUk — ABCi/j/k + ABCRZ]k - ABCR_i/j/k

2
* _ 2 2 2 2 2 2
V(yll]/k) = ;(TUA +UAR+T0-B+O-BR+TUAB +O'ABR

2 2 2 2
+ 71040 + 1080 + T04pc + Tapor)

multiplicando y dividiendo por abc se tiene:

2

aber [(ab—a —b)(cro’ip + cohpr + T0ABc + Oascr)

V(yz‘*’j’k) =
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+ blacroy + acosp + croi g + coipp + aroge +roipe + 04iper)
+ a(bera’ + beo’p + crody + codgr + brodo +rodpe + Aser)
+a(c = 1)(brode +r0%pe + 0hper) +0(c —1)

(arope +10%pe + 0aper) + c(ab — a = b)(rod pe + 04 per)]

— 2

V(y:’j’k) =

[aCMA+bCMB+ (ab—a—bCMAB

aber

+a(c—=1)CMAC +b(c —1)CMBC + ¢(ab— a — b)CM ABC]

Y los grados de libertad seran:

[(aber)2/4)[V (g5 )2
t

donde t es igual a:

(aCMAR):  (bOMBR)? |(ab—a —b)CMABR]?

=1 =1 T G- no-1

(c—1)(aCMAC)? (c—1)(CMBC)? [c(ab—a—bCMABC)?
* a—1 * b1 (@—D0-1)c-1)

Yijk = Yirjir =

Cy —cw +ACy, — ACy + BC]k — BCjk/ + ABCUk — ABCi’jk’

+ ABC’RWI,C — ABC’R,i/jk/

2
2 2 2 2 2 2 2
V(i) = =(roa + o4p +104p + 0apg + 100 + 1040 + 1050
T
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2 2
+710%pc + Oapcr)

multiplicando y dividiendo por abc se tiene:

c(abrod, + brofyo + arope + 10450 + Tapor)

. 2
V(yi’jk’) = aber

+a(b—1)(crodp + cohpp +10%pc + Tapcr)

+ a(bero’ + beo?p + crodp + codgr + brodic +roipe + oAiser)
+(ac —a —c)(brodic +r0%pe + 0hpcr)

+c(b—1)(arope + 1% e + Taper)

+ (b—1)(ac — a = ¢)(rodpe + 0hper)]

—

V(y;*,jk,) = aCMA+a(b—1)CMAB + cCMC + (ac — a — ¢)CMAC

2
aber
+c¢(b—1)CMBC + (b—1)(ac —a — ¢)CMABC)|

Sus grados de libertad son:

[(aber)2/4)[V (g5 )]
t

donde t es igual a

(aCMA)?  (b—1)(aCMAB)* (cCMC)* [(ac—a—c)CMACT

a1 a—1 L A P T PR
(b—1)(cCMBC)* (b—1)[(ac —a —c)CMABC)?

- c—1 * a—1)(c=1)
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Yijk — Yij =

Bj — By + BR,; — BRj + AB;; — AB;;y + ABR;; — ABR ;.

2
V(y:j/k/) = ;(7"0129 + UJQBR + TU,%;B + ‘7124313 + raé + raic + T’O‘%C
+ 70450 + OaBor)

multiplicando y dividiendo por abc se tiene:

V(Yiiw) = %[c(abraé + brode + arone + roipe + 0Asor)
+0(a—1)(crodp + cohpp +10%pc + Tapcr)
+ blacro + acopp + croig + coipr + aroge + ro4po + oager)
+ (be — b — c)(aro%e + 1o pe + TAper)
+cla = 1)(brose +r0%pe + 0hper)
+ (a = 1)(be — b — ¢)(ro’ pe + oapcr)]

Vi) = %[bCMB +b(a — 1) OMAB + cCMC + (be — b — ¢)CMBC

+cla—1)CMAC + (a—1)(bc — b — ¢)CMABC]

Sus grados de libertad son:

[(aber)2/4)[V (gl )2
t
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donde t es igual a

(BCMB) (0= )(CMAB)? | (cOMC) | (a—1)(cCMACY:

b—1 + b—1 + c—1 c—1
[(bc —b—c)CMBC? n (a—1)[(bc —b—c)CMABC]?
(b—1)(c—1) b—1)(c—1)

Yijk — Yy =

A;j— Ay + AR, — ARy + B; — By + BR; — BR

+ ABij — AB,‘/]'/ + ABRZ] — ABR.Z‘/]‘/ +Cy — Cw + ACy, — ACy
+ BOjk - BOj/k/ + ABC'Z]]C — ABCi/j/k/ + ABCka — ABCR.i/j/k/
2
V() = ;(mﬁ + 0%R +T0E + Ohp +10%s + 0anR

+r0g + 1050 TR0 + 10450 + TABeR)
multiplicando y dividiendo por abc se tiene:

Vi (yim) = {c(abrog, + brofe + arope +103pe + 0aper)

aber
2 2 2 2
+ (ab —a —b)(croap + coapr + T0Apc + Tapor)
2 2 2 2 2 2 2
+ a(beroy + beoyp + croag + coagr + broye + 10Asc + 0ascor)
2 2 2 2 2 2 2
+ blacroy + acogyp + croag + coagp + arone + r0Ape + Cagcor)
2 2 2
+ (ac —a —¢)(broye + 10450 + Oapcr)

+ (bc — b — c)(ara%c + 7“012430 + 0,241303)

+[(a—1)(b—1)(c— 1) +1](rodze + oapcr)}
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—

V(i m) = %{aCMA Y bCMB + (ab—a — b)CMAB + cCMC
+ (ac —a — c—)CMAC + (bc —b—¢)CMBC

4 (a—1)(b—1)(c— 1)+ 1JCMABC}

y sus grados de libertad son:

7 - [(aber) /4]75[‘/(1/%%/)]

donde t es igual a:

(aCMA)?*  (bCMB)*  [(ab—a—bCMAB]* [(ac—a—c)CMAC]?
=1 T b=1 T @=ne=1 7 (@a=Dlc=1)
N (cCMC)? N [(bc —b—c)CMBCP?*  {[(a—1)(b—1)(c—1)+1CMABC}?
c—1 (b—1)(c—1) (a—1)(b—1)(c—1)




Capitulo 8

Ejemplo

Zimmermann, [17], considera un ejemplo real cuando todos los efectos son fijos.
Se considera ahora el mismo ejemplo pero pensando en los efectos como efectos
aleatorios. Los datos en las dos tablas siguientes muestran el peso de 100 granos
de frijol. Este es un experimento con dos bloques donde cada franja horizontal
corresponde a una ldmina de agua irrigada, las franjas verticales son distintas
formas de preparacion del suelo y las subparcelas son dosis de nitrégeno (que se

abreviard como Nit).

Los CM y los grados de libertad son los mismos que utilizé6 Zimmermann, las

pruebas F' son calculadas de acuerdo con estos resultados. La columna " gl apr.c® la

117
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Cuadro 8.1: Bloque 1

Agua

Suelo 1

Suelo 2

Suelo 3

Agua 1
Agua 2
Agua 3

Agua 4

Nit 1 [Nit 2

26.33 27.85

24.04 25.22

25.8525.70

23.20 20.32

Nit 3

27.13

28.32

26.97

23.94

Nit 1

Nit 2

25.10 27.67

25.19 27.77

25.63 27.11

29.28

26.03

Nit 3

24.93

27.28

25.62

28.60

Nit 1 [Nit 2

25.00 28.03

25.89 24.27

26.16 24.86

26.23 25.49

Nit 3

29.65

25.83

25.51

24.65

Cuadro 8.2: Bloque 2

Agua

Suelo 1

Suelo 2

Suelo 3

Agua 1
Agua 2
Agua 3

Agua 4

Nit 1

25.87

27.16

27.11

23.00

Nit 2

28.64

26.49

24.44

23.43

Nit 3

29.31

25.99

28.06

23.42

Nit 1

27.80

24.63

25.77

28.71

Nit 2

27.25

26.91

27.46

26.45

Nit 3

25.56

28.47

26.20

26.25

Nit 1

28.53

26.68

26.83

26.64

Nit 2

26.38

27.64

27.55

26.82

Nit 3

32.45

24.80

27.19

26.88
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tabla 6.3 son los grados de libertad aproximados que fueron calculados utilizando
a Satterthwaite, los primeros términos en esta columna son los grados de libertad
del numerador y los segundos términos los grados de libertad del denominador.
Del ANOVA puede verse que solo las interacciones AB y ABC son significativas

a un nivel de significancia de 0,05:

Cuadro 8.3: ANOVA

Fuente | gl CM F gl apr
R 1 | 9,4758 | 3,3066 1,3

A 3 | 10,9903 | 0,9095 4,9

eA 3 | 0,4220 | 1,3435

B 2 1 73937 | 0,5867 | 3,10
en 2 | 2,5387 | 8,0824

AB 6 | 11,2718 | 35,8860

€AB 6 | 0,3141 | 0,2105

C 2 | 3,1476 | 15172 | 7,10
AC 6 | 2,3759 | 0,7219
BC 4| 1,8678 | 0,5675

ABC 12 | 3,2911 | 2,2056

eABcr | 24 | 1,4921

Para conocer mas exactamente el porqué de la significacion de las interacciones es
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posible usar comparaciones de medias de un factor dentro de los niveles del otro
factor si el factor fuera de efectos fijos. Sin embargo, como el factor es aleatorio
esto puede no tener sentido. Por esta razén se calculara en su lugar una prueba F
con un grado de libertad o, lo que es equivalente, elevar la t al cuadrado. Puesto
que el factor suelo resulté ser no significativo se analizaran las varianzas de las
ldaminas de agua dentro de cada nivel de suelo a manera de ejemplo. Utilizando

ahora la prueba F' vamos a calcular el contraste: y;,; que tiene varianza estimada:

2

V(y;;) [CMA+ (b—1)CMAB]

" ber
De manera que la varianza es 3,7259 y los grados de libertad del denominador por
Satterthwaite se aproximan a 9. Luego para a = 0,05 y 9 grados de libertad en el
denominador se obtiene F' = 5,12 entonces F,, ; g*s = 19,07. Donde s = 2@)
es la varianza de la diferencia entre dos medias. Por lo tanto cualquier diferencia
menor que 6,1745 no se considerard significativa. La tabla en la pagina siguien-
te muestra la comparacion de varianzas de laminas de agua entre los diferentes
niveles de suelo, si estas diferencias existen cambiard la letra acompanando cada
numero, letras distintas implican diferencias significativas. Esta tabla hace clara
la inexistencia de efectos significativos de las laminas de agua pues se probd que

solo una diferencia es significativa.
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Cuadro 8.4: A dentro de B

Suelo 1 | Suelo 2 | Suelo 3
Lédmina 1 | 27.52a | 26.35a | 28.34 a
Lamina 2 | 26.20 ab | 26.71 a | 25.85 a
Lamina 3 | 25.85 ab | 26.30 a | 26.35 a
Lamina 4 | 22.88 b | 27.55 a | 26.12 a

Un programa en SAS para este ejemplo es el siguiente:

data a;
input bloque trata tratb tratc x1;

cards;

proc anova;class bloque trata tratb tratc;

model bloque trata bloque*trata tratb bloque*trab
trata*tratb bloque*trata™®tratb

tratc trata*tratc tratb*tratc trata*trab*tratc;

test h=trata e=bloque*trata;

test h=tratb e=bloque*trab;
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test h=trata*tratb e=bloque*trata*tratb;
run;

quit;



Capitulo 9

Conclusiones y Recomendaciones

9.1. Conclusiones

1 Se establecieron las hipotesis a probar con la distribucién F' en cada una de las

variaciones del modelo FPD.

2 Se estructuraron las pruebas F que determinan si se rechaza o no cada una de

las hipotesis mencionadas en el punto anterior.

3 Se construyeron los contrastes que son la base para armar cualquier otro y se
calcularon las varianzas estimadas de cada uno de ellos de manera que puedan
implementarse en la realizacién de pruebas de interés por un investigador.
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10

Utilizando el procedimiento de Satterthwaite cada vez que hubo estimadores
complejos, y el de Ames-Webster cuando los estimadores consistian de dos com-
ponentes de varianza, se aproximaron los grados de libertad en cada uno de los

casos en que se necesito.

Los cuatro puntos anteriores muestran que los objetivos del trabajo se cum-

plieron a cabalidad.

Se construyeron las sumas de cuadrados como productos Kronecker, asi como las

varianzas para cada variacion del modelo también como productos Kronecker.

Puesto que las hipdtesis sobre igualdad de medias sélo tienen sentido cuando se
estda hablando de efectos fijos, en los casos en que los efectos fueron aleatorios

las hipdtesis se trabajaron sobre las varianzas.

Las pruebas F' cuando sélo un factor es de efectos fijos son idénticas a las

pruebas F' cuando todos los efectos son aleatorios.

Las varianzas estimadas de los contrastes cuando los efectos son fijos siempre
vienen dadas en términos de los errores asociados al diseno. Esto es claro puesto

que los errores son los que varian en este caso.

Las varianzas estimadas de los contrastes cuando los efectos son aleatorios siem-

pre vienen dadas de manera que no involucran a los errores. Esto se puede expli-
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11

12

car facilmente debido a que las varianzas de los errores siempre estan incluidas

en las varianzas de los factores.

Se recomienda el uso de este diseno cuando se quiera ver primero la importancia
de un factor C' (el factor anadido en la interseccion de las franjas horizontales
Ay las franjas verticales B) con relacién a otros dos (A y B) que ya hayan sido
probados con anterioridad y en segunda instancia para ver la significacién de la

interaccién AB.

No se recomienda el uso del diseno para ver si los factores A 6 B son significa-

tivos.

9.2. Recomendaciones

Este trabajo deja abierta una puerta en varios aspectos de futura investigaci[jn

algunos de los cuales se mencionan a continuaciUn:

1

Aproximacién de los grados de libertad usando la idea de Ames-Webster cuan-
do los estimadores complejos tengan més de dos componentes de varianza (en
este trabajo se llegd a estimadores de hasta 7 componentes de varianza). Esto

reducira los sesgos que se puedan introducir en algunos casos cuando se utiliza
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la aproximacion propuesta por Satterthwaite.

2 Dado que la vida real no siempre es tan ideal (pocas veces incluso), serd de gran

utilidad cuando el disefio no es balanceado y/o cuando no es completo.

3 Hocking [5] propone para el caso anterior el desarrollo de hipdtesis que él ha
denominado efectivas. Estructurar dichas pruebas serd muy importante para

determinar la significancia de factores y niveles en este caso.

4 Determinar la distribucién de las varianzas cuando se comparan tras haber
realizado la F' serd de mucha utilidad al permitir implementar otras pruebas

distintas a la F' con un grado de libertad.
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